Cyclotomic fields of class numbers one and two by Acreman, Dennis
.: 
CENTRE FOR NEWFOUNDLAND STUDl&_S 
'"' 
TOTAL OF 10 PAGES ONLY 
MAY BE XEROXED 
(Without Author's Permission) 

1[0 ::o 
.. ·~ .. 
,. 
. i 
. • , 
.. ' 
:.·. 
: ,. _ .. ·: ~ 
; . 
~- .:. ·_ .- ... · -:: 
. . ·: 
. · .. . · 
_,:· . 
_..:.' ···:-· 
.,. ·. ,: . 
' • :' ~ . .; ·~, .· .. 
. . .- ' 
.. ,




. . · .... . 
J:_ .. · .. . 
~· . ' 
i · l· 
' l-: : 
~ ~ 
... 
·· .. ,; ... . 
.·· · 
. . . 
·.· . ... 
'• .. 
: , . 
~- ~ _: ·' .:· 
. . ·. · . . 
. .· 
. :: ' 
. . ~ . . 
: ... . 




, j . _ . 
-:. ~ • J •• •• •• : . 
i . ... 
. . ·. 
'· . .. _ : · . 
. '-;!,: ··' 1·.-. 
• t • •• '. _ .. . __ • j' 
r •,': 
t :··:· . l: . '• . 
. ·· . 
_.: ··. ·_AVJ.S :·-
-~-
.· : _. ' 
. . 
-~ . . 
. . 
. " . . 
. ·. \ 
-.. . . 
.:. ,~.--~- -
' . . 
\' " 
' I · . 
f • ' . . 
. .. 
.' . . -~ ' 
. . ,._ 
. . '' 
..: :· ~. :' ~ 
r .. 
~ . . l 
. ·.:r \ ·. 
'\ 





. . . ~. 
. '. 
·: ' 
' l ·. 




. . 1:: .-·· · .. 
~ •, :· . ""' :•_ 
. ~- . 
._,:: ~ I 
·· ABST_RACT .-
.. '. ' . 
. . . 
I • • i ; , <~ ' ' 
/ .... :· 








:·;:- i . · ' "::• 
. ~ .;_ . 
.,. : .. . ·: 
.... ·: 
,, .· 
/h . ' ·• . 
. ... ; ~- ' ': . ' 
.'. ·~ ·; ~ .. ': 




I • • 
~"'~~~~·· 
. ' 
-: :· .. . .. _, . 
. ' ,. ' • 
!' : : . 




co, : : 
., ' . . · ... _ .. ·,• 
, . . • . , .':> ·v 
. . :·. 
. : · . . 




. ·' : 
- ·,; · 
.. . , ~ .· 
. ; 
...... 
: · afsdo·c;R:AJ?ffi> .. :· : 
. ~ ·,. . ' • .. ' . 
.., _,~ ' 
• .. 
•' , . 
~ .. 
• J, 
I ' . ! 
·. · .. 
': .~ ,·' ' . . , .. :· ·: ·:: , , . . ' .. 
. · .. ·· '•." 
· ,_, .: 
. ·. 
. ' . ~ ... . 
' · 
-~· ... .i \(' ._ 
·. 
' 
:· .. , 
_,·, ' I 
... 
_. :· : · ·.· ·· ... , ' ,. 
. ~ ; ·, ' 
·. · .',. 





; .. ~ . 
..· ... · 
.. · . 
· ' ' I • ' 
~. . .. .•. 
. ~' .' · ... '
.. 
. • ' .' 
·. ~-· 
, ' \ 






. .• ·'·: -· 
'(i~)" ' 
c 
:. . - ' •." .,·. 
... · -: ·: ~ c1 ri) ·.· . 
.. ' ' ~ 
. ' 
.:. :~· · ... 
(v) : (. 
, ! · . • 
, r ' I 
}_ . 
· .. ' 
'.' 




• • <> J· 
. .. 
:" 1-..  _; .' ·-·.: } :' . 
. · ', ; 
~- . /\ ... 
. ·: ;· ..... 
.. ~. . 
.... ·. \ 




' . . 
· ~ · . .. 
:;:pJ. ·_·.··• ~ L 
,. :.· ., ' .. ... . . ·•. 
:·:.,_ 'r , . ·· .. CJ 
: ., 
......... 










' I o ' o 
• , ·,. 
._, .. 
.... · : ' <:.#·· '. 
'· 




I ,~ I • -
. . } . \ -
•, ' 
.. .... 
• • I 
·· .. 
. · .··, . 
.. 










.. " •,' ·.;-. ~! -- • 
I ' I ' • ~ 
. ·:. ' 
·· .... ·. 
~- .. 
- ~~- iii . - -
. ~- . 
. 
. 




~ . ' 
·. ' • 
... 
•' : 
. :-_;. :'· /.' " ·.-
. ' ~ ' 
-:· , • . ! .. · . ~ 
' I ,_,,. 
·'· ···· ': , I; 
I 
.' ' , .. 
r -
.... /1 ~-
. .. ... 
. t , '• · . • · 
.-
.,, 
- - ~ ~ . 
.. 
~ • I • .' 
.. 
' ~ ' 
.... ., 
·_ p . 






·· · : - - - ~. 








'·- -~- >\.- · . ..E~- 't-.... : 




.. - ; . , .. 
· ··I; 
- .:. 




: ;. ~ .\ 
' 
.. 
..... . I. 
1 .
. ' . 
',' 'I 
·.~ - I · ·. 
~ -1 ' ' 
. " ":':·-· . . . '.. '•t :=: ·.· . . 
. .. <;.~r~:.~:_._ '_. : . ; • -·· . . :. : ·' ··.. ...··. 'I • .... . : .·, 
- ~..- · . .. ; ' i '.. • \ . .. 
· . ... ' ,"!;, . .,; .. ::.·_' \.:~ . . ·-
o,j' • " ' •• ~~. ' • -~~~ -':. • ' .·;. ·-~·_':·-~ ... ~.. . ·, .· ~ · .. 
':  )2i:-: -· .. .. .- ' . ·. . -~i 
·, ~;~~:::·· I ~ ,• ' • I ' . ~A,\ :'. ·:';:·:>~·- . '' '<:,: •,Q_;,· 
·.·.,_-. .· _ ... · .. ,. 
\ . ' . :, 
..... . -. 
' •<)~:!:• I r., . 
' ' .. '. 




. ~ .. 
. ' . 
· .. 
·.1> ' • •• 
. ; 
. . ; .. . 
.. .. ; : 
.;--... 
· ..... : 
.,.· . 
. . 
. . ' • 
' -
.•, . 
· .. ' , .•,.. . , : 
· · . .... · ~ ·. : __ ~ ~f:.~ · · · :· :;~"·r · 
'\' . . 
·.· . . :::. 
' \ . ' 
., 
' •~ ; ' I 
' . . 
,·: .· ,, ... 
... .... -
.. . 
-- .'· · 
·· ·. 
' .. / ' ( ' I ' ~ 
' .. ·-~·-.:-:..-:.r. 
. · .. ·.
·.' · ~ 
•: :::: ·--·- · -;-
'_. !.\ . . ,. 
~ - . 
. . . . . 
_,.._ 
' ·. ' ";~ . 
. ·,-
· ·, . r ,.. 
.. 
.. 
. ~ .: : 
4 ... 
-. 
I ',. , 
. ' ·' 
-·~: : r ... ~ 
· · ·( .. -.: · .. 
.. ~ -
. · .. ~.~
.. 
?· 
·-.... :'· . 
. :·',, 
-· ' 
':. .. . . • · 
. - . C! •· .. . 
.. . 
' ' • ·.· -
.. · ... 




. . . 
·: ·~·· ·: :. . . 
• i 
; :; 1 ... -_:· . ' . . .'·: . . ' ~-. 
·\· .. .. 
· ' 
. ' , -· ~. 
,. 
·,· . 
· . ·· , 
· ·~ .. . 
. ' · 
- ··:· : 
. ·~ · : . ~ . ' . ; .. ~ 
• . .'." • ._: I • I . I ·.• · 6::. ,I ' • • 
• .. :' . ., ' .,' ' ' , :, . "'; ' • •' ' • r ' "• . • • ' . ~- .'. • . . • •· ,;• . . • 
·. :, • 
·-:· · .. . 
··.·· 
'• . ,· • • ;··. ~ ·, , , • I• ' • .. r ' ' ' r~ '' .~ .• • • •::. • '• : .... ) ·•,, ' • .. , .. • • ' • <':'.' ~~. : . • • .. ._, ::', 'o-
,. · 
. . . ' . 
' '; . 
... · 
. ' 
•. :- . I 
.:·.• . ' ·~~t;:· ... ··: .... ·· . .- --.. ' ... ,,!;·· ,. ,: ,·;, .·., _; )'/_ '::,.-- .:.:.· .. __ ··-·· 
,· , • • l : ·, :,, I ~fro' '- - ~ .·,,·, :,·:···.~ .;:·.·~·-~~.·, ·::,'i•.·.;~·:,; .. ·~.·.'.·.·:~ :-:- ·., \ .: .. , ~' :,' . • : . ' ' ' , ,' •: • • - 1 ,·. •' 
. \ :, 
·,, .e. 
_. , . 
·:t :.-· 
::-: r:~ - . 
; . :~~:· .. - ' 
.·,.n ' .-
.·-: ··-
· .: · 
,· · 
.:·;: 
,.· ... , . 
:. ~·)" . : -~· 
···-:' ~ 
• I ; 
"!. 
• • '? 
... 
. ~ . 
. ·. ~ ... : .. 
:.- ·· 
I • •' 
:· . . ·. 
· : 
~, 1 , ::'• ·: ' .... ~~~~~\~~ .. ~( '·,,"'4'~ :·~ '• ,: : ,·,:·, ~ :.:.~_; , ;_·.,:. ,','• , • ', ', ' , . , ; . , • '' ' ' •:, ",,"•, ::,.', · .,.', ,·.·_:, .. ,·.,_·;,'•' . • ".:'•~ . .• -:--,:. ".,'•'.-, · ~~-:-: ... -:.-v 
.' '.'• , ~ ~.:.: ' _ ','•, .. " :•: ' ·~·- .·~::.:, ·,·,· ·, ,~' ; ' ' , ' , ··,•. ,,'' • , ' • o , ; ,: • .- .. ·--·~· ~:' :.r.'"• ,"••' .... I i.·, ', - ~ 
. .. ' . . . . .:~ . .. . .... ,. . . . . : --~- ' .. _:._~.... ·. ·._ _,,.1 ,, .• . ·.-.:~ . -··· ' .: , ··; ;: _·:,·,_~ ,. -·~ · ·: .. - ~·: :_-~!! • . .. :··.:··.·. · .. -· .. . . ·.;·; ... ·: ·.'.:..:::.- : .. .. :;· :· :·-,-· .. : .. . ' .. ·._ . . ·:.- ~:- . - ..:....;,;,,..;...+ 
• ',, ~ :' 1 •• '• :' ' ," ,• '·' _. •,'\ ·!" ' ' • > ' •' ' • , • / . ', 1 -;:. ' ' ~ ' , '• ' · o 1 ,·~. ···~' ' J, . · I ' • o' , · ,·,·· ~ ~, · :• ,1 : 
;" .. , .', , ,! \. ', I • ~- • ' I 
. · . ~ . . t ·· ... · · : • .. . ' f ···- .. - ···· · . \ 
<;: ~. wz·.\· .· _. .::.:. ..:···· :··>. :>: -.-·· ~:>:, .,:,. _  , ., :· ~./.~: . ; .· ... ·.·:: : ... : 
, \';- : . . . . . ·I " ' . . . . 'J •• - • ~ ... • .... . . ~· . , 
' · ' · ~ - 'C • • '·· • 4 
:· .. !<>:~·· . · · ·;· ~ - -: . . .. :-:-.. :A: :· : . 
·r. . ~0 :· , . · .. - . .. .. It ··:~· /·:~ • · ~ •• . ·-
__ .. _·...... , , \, , ·. ;... . . '. ·; ' . . . 
,. ~· . . < .••• ··.' · .)-_:: 
-, ._; ?·.·, .> ''·:< ··; · ·.~ . .. ... , .. ..· ' 
~ - . , • ,, _ . i\' .. . 
.? .; . . . . . . . . . ... ~ .-.o. .. 
_, .· .. ,· )' ··. ~ ..... "'\. . 1: 1 .·.;·. - - -~ . -
• • •• •'. •• _. , •• Oo :· · ~ ? '; I·, .. • 
. ~ ·. 
:: :· 
·.·.·;··:· 
: . ~ 
... 





' .> :)' ... .. 
- .. .... ' .. :.:- ··'\ : 
.. •,' ' ' I 
: '. 
· .: . . ·~ 
. ; ~ 
. , 
. . .' .. -~ : ' -~ .. , ' . ·' · 
. ~ '· ' 
... ~ . ' . 
-· :'; 










· .. \ . . · 
.·.. .. \ . . 
.: .: ... ·:J ... . 
.. . :· . :· .•·· , . . \ . 
·\ ·.-











, .. , .. :.~· 
· , 
• • j• 
. ·,, 





:: .. !.''· 
t· : · 
.'·.-:-- (;' .. 
: ' i:< .· 
' . . 
··: .. . , 
.. ' -~~-
·· .. .:· 
. ·. ·.: 
. -. 
-:' . '.' 
.1··· 
,•.!, 
' · . 
. ,. 
,._ .... 
)'-;• ., : ~ . 
~ · .. 
·-. 
·:. 
.. -. .' 




. .. ~ 
. I 
., 




· .. ·• 
. '.·· 
,· . 
..... . · 
. ~ .: 
... 
'· : :, . ' 
• ;'L' , • 
. ' · . . . 
·-. - " 
-: . 
. . ,.,: 
; . 
... 
J • •• ·- ;,_ 
.·.·· " ·. ·, 
. _, 
·' -~ ... 
' .· : 
.: ·: 
.. -· .; .-.. :· 
>l " -..:. :· ' 
\. 1.' .. . 
I · . . · _. .. I,· 
.. 
·, ·' I ••• · 
. . . ~ ... 
. ·. ·' } . 
--· --· - ~--. 
.. ·. 
... 
. - , , ·; 
··.·. ·: ::- .: .. ··· .. 
.... '• 
·.· ., . 
.. 
;; ~-- : • 
·. • ' 
. ... 
). 
' ·- ··· .. 
... 
. ·.,, 
., "'\ ' · 
., ., : - < 
. 
·~·-.·:,..-·:·. , . 
. ;;a : .. .. 
:::: .. . • ·." - .· .,_ v . . . ·-
. t. •. _. .., ....,.: • ~ , .. 







~ . '• 
' . 
... - ~ '. 
. >. 
· .. • . . ·:_ ... -. 
.·. : 
.. ~- : 
.. ,' . ~ \ 
1,:_ · . ·~. ' '•.. • • . • • 
·. .-... 
. ~ . . 
. -·.· 
.. ~ . ' ., 
!.' 
.. :. J ;-
' .t , I 
' .. , 
:_: J ' NbT~ ~I o~:-: 




. .... . 
' .,. 
. •' 
. .·. 1' • • 
:•' ": • .... 
·:~~{n;af ·riumb~·~·s .. ;. ·.: .. · 
-· 
-" ! ,' . 
. .. 
. • -. 
' ., .. 
... . 
' ' 
, .. ·' 
. .. 
,,· ' ~ -:. ... • . 
z_;·:: _'.: ... : ·~· '. )~t~~crs . 
:.• 





·,. •• ... # 
I · .. 
., 
•• ·.1·.-;_ 
. .. · 
.. . <r, • • 
- ~ . ',•':\' .. 
. , 
··.: 
·. ·.· '· 
, .. 
~ I 
'· i " 
· .. 
·-·: -· 




· .. ' 




· · :. ·: :' 
' · 
I : · • •' 
' ·1, 
. · '-1 · 
~.:. .. 
i . :. f.: .. 
·.·.· ': , .. -.:. 
·j 
. ~ -. 
. ,a ; 
'· ,. ! 
: . 
• ,• •. !• ' 
<---· .. . . 
··': 
... . ·: 
.: : 
~· • l 
. : .. ' 
: , 'I 
'· 
~ .. . 
' ' . • 




. • .. ' ~ .. 
. ~ ... . . 
., ., .. ·:·. . . i. -
. f. .. ·!~ -~-. . '· • • . :· ••. •• ' . '. . • .• • , 
. . . - ~ . . .. ,., . ~ .... ·. ·, ·• "'{' . ... .. .., . . ,  . .
·r • ·· ··· ····-· • · .·.···· · .. ·· • · · :,· < ··· ... ,_· t~.,j· ·:' _ ·. ·:·:.:>_ ... :,·.:_~·-<· .. : ·:.:: ·:_~ .. >~:<<· ·:-:· -· . __: _ :. ·. · · • .:::;;~r . ... .,, ' .,:, ;/::: ~,;, ... , ·::· ':' \ . ,,. 
·,:, . . ·r;· .. ·: ' : i:_; ~·.' ·} .\ ; · .. · .. ' 'k . ' • • ' ·.' '!'·.·· . . ,· . ' . ·. .. . ' ' :;i ' 
· . . '• '\ .. · .. .... " .. . ·.\··.·::· . ..... ; . ·' .• ··· ·. ·,, ' ' ·, " .. _., ... , . .. ·· _,i, :-~ .s- . ,' ··... . JJ+f ·_ . ... .. .. " . . . . ' .. " <· ·' 
.. ' : . ' /· : .. '. . . . .. . .·• ' '. . . •· . . ' . ' ' • · :·~ ·.· .,: ·_'·. _· .· ·. ·-~··_ . ... ·,· .. ' .. •' . ." ! ~ .• ···.· j ·: >:_.·, .· .. · ... :,:> >_.~_-<~; ·_:·-~.-· .· 
· -·~ · ' 
.·. , 
.. 
;_:}_ .._· ..... '· .. ' ' ·. . . ' . ... .. . .. , .. ' ~·.\; :.'.·:· 
,. ... ' , . .. .. . . , .., . , ., .... :. -· . . . I ; :' '' . .. : . ., ;· ... "•· -,; 
' l'i. .• • ·. . ' . ' .. ' ,·,... ' .. , • ( ' ' " ' •. <:: • < " ·,. 
, . . . .. . . .. ·.·, ., . . I . , . . - . . . 
.
:·;,_:_._::: ·.~ -If • ." . ... ' . ' • ' . , . ·' ·' ' ' ' ' \: -~ -·-_ :·. ·.~ • • :; _ _-:. ! • ' :. •• • • •. • "'- r: • ·:" , . . I 
'· ·:· .. .• • · ·, • ... -.. fl·. .• ·. ·. ' . 
..... "'{' ... ' .. ·• ·.;.; ·.··· .· · ' 
· .. " · ' . .. ·  
·;.( ..... . . " ' 'li. ,';. . : ,./' ·.' .·::· 
I 
. • ' •. ,, ' 
.. :· ' . . l\ ·. .. ' . .. ' ... : '. 
. ·/ .. '· I . ' , • ., 
., .' {; ' . " " ' ·. • ,. " . \ . . ... . ·. . • . :.1' . . 
: :I _., ' ' ' • . , • · ' ·. · ._, 
' . -~ ~ . .. 
. ::-.. 
• ' '·: ' 
.. 
'.·: ·!· .. ,l·':. . .•• : ..... ·'· . ···~· ·. '' .. ' .. . ·,li::. •. · . .. ' ... ·' ' . . · .. . 
.. . ,;\: _, , .. , . . 
'•i ,;-._ . ' ·' '' ... •\'' ' ')· 'J"' ... ·i'. •, ·· ..' :1_ .~.5-~--: . .. ·~ . . • .. . "' " " ' ...... " ... .. " " . . : ·'. ·' • •··•·· ... . ' ..... . . ' 
' . ... . " ' . •" ·\ .• . ., . '· ....... · ... . '. o.; }·' ' tr , . · ... .. •··. .· . ·· ·•· ·.· .. · .. . < . : )·~-- ,~~~ ·:.· ... •.·• . ( .. . . . '· > . . :> '· . . - • : · · .. ' \· ·:· . • •' ) 
·i .. .... '• ., .. . .. ' ·. · ·. 
'1 ': .. · , . ',' ',
0 
• • · · " 0 'O " ' ',;- • O -:::- • ,O ~-· ,' 0 . O '<•.· ..... t; !. •. ., • , '· : •. , ..... . , • • .'.' : ; ...• :.--::: : . •.. _c;.' 
- '! 
. ..... < .: . ·' ~. 
.' ~ . 
·-; ,,•' . .. : 
I . ' . . ' :, . .. '/ ., . ·. ' ,. . ·' . ". .. . : . .... .. '. , . ... ... .. , ·. . :. . 
:! .....  · .-... :.-l·.; ~ ·_ ·. "_;_·.. . . . . ·,. ·.·)·. ·.· . ' :· .. · ;: :_ • • ' . . ..... , ' . . ·' .; ' '· ' • • ' • . . ~: : r, .· ·· 
' "· ' ,. . ... , ' ,·, . .. . . ' •· .. .. ' ' . . .. '· ; • ... ,, <· ·····' .. .... ... , • ·.•:' . ... . ·• · ; .. ' :,··, :. '_.<:<~·-~_~;>: ...... : .. .. •·· .. ' · · ~ . o.; · .,._:'··~' ···:-- ... ;. ·; · .•.· '·,; · ...... , .. •.,· , ... , , . .. I' ' ·'' . . . · . . 
' •. ' ·, · • .. •• , · ·· • ·, .. · • . _.:'.' .· • . · ·.··._C .• /IAP_.· .. · ..• ·tE_._R ·.. ···-.:_ .. .·.· . ··· .• __ ··.· .. · .. · · · .·, .·. -- ·.· . ·· . .. .. · \ .. 
1 
~ ... • :~.-. . _:.<_-.:~~-- ~·· .  ·_· . :_·_ ··~::: _ ..... :.-:. '·.;_ ... ~./ __ ·;.~_ ... j_': _:f : ·:·· .·.·.: . ... ~:_·: .• :.··.:. , " ·, .. ·:':::-:. ·• · ., ·' '~·.::: :•  
y •••• '. '.. ..., .,.. .. .. • • .. ·: .. , . • :; . .-· >·:,::·'· ·. ·- . ..  ., . ' ·.-·: 
. ' i, ' · .. · '.:it ' :.; ..: ··. ·.. ' >':: ··:-:: <: .. : . -.~;.;iui.A 
·· .· .- • : .. :_. : ·: , .... .': ' ' Cu~~ ;~" "~·~ :_ '
1 
·t ··-· 
. . ~ . 
. '. 
. .. . :. 1 
'··· . .. . ; ... { ' . . - ~. 
·.: ., .. ,. ' 
.... ! ___ •;.. .:· :·.. . .. . ·: \ _ · .· 
. . ..·.. . " 
\:-·:; :,.. '· > '• ... ·· :. 
· .. ·· ~ .:' ,•.' .· 
-.. 
·'· 
·' . ' ~- . '· .· ' 
_, .. · .. ·: 
' : ~ f • I ' ' ' ' 
. ~-- . 
. ··. 
.. ~ .. 
,','; . -~- . ~( ' . :,. 
I ' : • • 
· '• 
'• , ·' ·. 
.. ;. ~:· .f. _: 
.. .: .•-
~ 'l 
· :,. . . 
.', • 
··. ··. . · , •. l", 
; . ~ ' 
.. :, ·.· 
'l ~· ~ : I .~ • ._ ' ' 
~ . ' .. · .... 
. · . 
·· .. .. .... 




. ·:. _:;_~- . 
· ... _ ... ·_,· 
' •' ' . .. -
:.:.) ;_ . 
.. •' , 
.. 
. . : . ' 
.... · 
.: ·· . 
···: •, ... · .: _ .. 
. .,. .· . 
· ... 
... :~ .. 
,• .• •.. 
. •, 
'i.._ .-.. , ,.: :I j ... . • ' .. . ' : .-~. • ••• ·· · - · 'C'. • •• • • : • ' •• • .).• • · •• 
·: ·..: .. : :· . i . t ,. ~ :- . 
I .. 
... . ·: . 
.. . ~ . ·:. ·~ 
' . 
-~ . ' 
.· 
,· I .. . . · 
. ··.,.'. 'i ··.. ·.''; 
··.· · ..... ·· .. ... . .r . .-;-.-· . . ·. ·.·: • : . ' 1 • • .-~·: · •• .. ... ; ~ ~ . . . . ,•. . 4. ""·· · . .. . - · .... . ;. .:::. ·J: •: ·.·. . . , . . · ·-:·· . . '· ._l_,. 
... 
:·.: •. ·' 
.·: ..  
.. . ...... -~- :: ... ~ ... ~- . I . 
.' .::'.,. ,..... .. '· .. ... : " . .. ~ .. . 
. .. . '· . . ' . r . ·. ·. 
. . . . · ... .-··· . 
.... .. ·-=,··: .· .. . . . 
.. ·,. . . ' ' ~ .. . · .. 
•'t • • 
:_.·: .·'. 
'\ •' '• 
·.-·-
· .,;· 
. . I . ' ~ ..,· · . . · .. 
. .. ..... -·-~: .· .. ,.' ' .. · .. 
.• . . ·· .... _ 
•• :_··.. l ow • 
. :; . . ' :. ii', .• :;.; .--; · ..·.:: 
-• ·:_.I ~ ; 
. '•: 
... · .
.. ~ ., . ·.-· ._ , ' . ~ 
:· r ' 
. ' 
· ,, .· 
... ••· . . ·• ..: ' :' · ~ .. : 1 •. ··.-. · •· •• 
• , ,' t '; , ' L, • 
..... ·, . ..... ·., . . ·:: . "· " . :·· . , •, 
1r ' : >': ,: ' ,'.. ; / 
' . ,. 
': ~- .. 
·.·. ' • .;._~:.··. .. , .  
. =>-- · ., 
. : . .- . ~J.. .:- ,.::. . . '. 
... 
. .. ·. 
···: · .. 
... 
. ··· 
···· . . 
··: : .- . 
.. : 
·· ·. 
.. -:' .... · 
',, . 
.' · . . 
'·. .·. '· . ,. ·. -. 
:_' • I ' ~ 
. ' 
' .. ·· 
.. 
' ~. '' i•:· .. •' . 
' ... 
: .. 
. . .... ·~ . .:., ;, ,' ', '. •: I.:~·. 
. ': ·: -~ ... ..... ' . , ... ·. "' \ , , ' • :'~ •:: > ~•' I • 
'• '!-
. ' .. 
. . . . ~ ... 
-.. .· .. ·:. -
·· .. _::;· .... 
';.• ~ · 
'· ~ . 
'·· ·•. 
. . . ' • : 
·:' -~< IL .-. :·· ... . .. .... 
J 
' ' · .. ;. ' . • : •.. ". . ... ,. .: • .. . ... ... ': .. :· ·O'C ·.-. 
' .' ••• .. . , ··.' .. . •' .. . ·:., ! ... • • 
•·<.·.· ' •. . ... , ,, ... ' . ' ' .·.···.:.·.fi· •. : :·:. /.-' 
. ·'"· . ' '· .. •. . . . ... ... . :: . .. ·.·... .. <.• ~... :c,. 
:·· :-.,;.Ii- ,, ..... .. ... · .. -~ ...... ·.. . ... : ... ; _: ._.. __ ,:' :-2]·.... . _ _. . : .. . · '.::· . ____ :..; ___ ·'.;·_.,._ ..... '.:: .. ·.·· __ :---·:··.: 
. . :\ . ' . . .:• :,•.. " . ·,. .,.. .. ' . . ,.· .. ' . . ·':. --'"': ~.c:-,. •· . . :': .. : ~\~_ -., .. :,: .· / .} : ... : ~-. :_; . 
·,_;c_';, 
:·>; :".~· 1· , ' . • :.·.· . ·.-:_~ . : , : ' ' ' .. ' 
.' _'. ·: ·_f . '· ",· '· ·.• . . . .. .-~ .. . . ,, .. ·:· .. .. . . . . ... . ' ·;. · .• 
· ' . ... ; ' ·oc ,, .· • , .. , . , .. , .... , _  : :' . .. • · · ·1 ~ I ' · .. , , .. ,, '· . . \ .. . , ; : . . . , 
; [. . .. . .. ....... .. ' .. . ·.. . " .. ' .,. : . . . " . ' . . ~ J ';:[ : ;:\ ' ' > . : . : . : ' : '.: .. .4 ' ' :c • • ' ,:., 
", ,., • . . . ,, '. • ' .... ' .. ,. ' ' . .. :.;>;.-: __ , . , ::: ·.• ·.· .. -. -_.· .··:1.,, .• ;,,·.·.·_;_.·..'·~-·;:,_~: . >. :_l' ... ·',· ··. ·.·: . .... i·····:: . -~J .. . . ·.. . . . , . . .. · ·:"T)~ .? .':·: ·, . : · ...... ;., .. , .. '• .. ·. . . ' •... 
•.• !;.,;-.. ·;--~1~·d~~;~~i/7. :: .. :' .··• .·: ~ .• ... .. ·._ .. ;, ,· .. ·· ;;;·.·· i ·.· ._~ :. ' \•:.• .· :. '.·::· ·•.·.·....... ' .... . 
t~, ,: . • •. · ,, 
r ,•, , 
I ' ,, , 
. : . .. 
': ·.\ ·j · . 
. f,·· 
· .. ·
' : ~ L 
... .. . 
··I ···.·: 
: . J::-. . . · : · .. · . ·. ,, ... . . 






" · ~ ' 
:r 
' ~-­
/ ; : 
. ..... : 
' .. · . :.·. • . . \ 



























, . ..... 
~· ... . 
,·. 
: . 
. • .. ' 
. . . ·;- ·' .. , 
;, :~ . . . , 
·\ ·. ~ '\ . .' .. · .. ·-:. 
'· . ~ ·- -~-- '1 ' 
' , I o 
·,· 
• -?• ·: 
. ~ ... 
·. ·. 
·,:. 
' .,. ,. 
;• ... '•. . . ' ·:. f.! .. 
·,····· . 
·'· 
.. ~ ~ .. 
. .. ; ... · .. ... ~ . ..... : ' , ' 
. ..... . 
·· .. , . :·· .· · ' . . 
. . '·, I ' • : 
.-... 
·. 
. :.""i · 
) .. ____ ·. 
' lr .' . 
: · . . · .. 
) . 
' I 
·.-.. " '•r. :' ~~ ' ,.~ . •,:~, .. I, ::•' ,• ' 
· (:. 
. . ·, ·. . 
~·. ·: . -· ·····: .. . : .. _;: ··r··. : :· : _· . ... ,·· .. . : .. . · . .. . . . 
, · , .. . 
'': ! 
.. · 
·; ... . 
.. ... .· .. 
. •: ~- ·' ; . '• . 
<· 6~· .\ l; 
• ' 0 • •• ~ •• - . ' • • ' • 
:· .· 
.:'f; 
,' o •I 
. · 
. ~ . 
•"··. 
)· 
. ·· , · 
i' . 
,1 · . 
'. ; • I : ... 
-·· . ... 
~ ·.: .. 
. "' ,• ' ."· 
:; ' ... 
. . 
' ~ .' .. ,. .. \ · .. . ' : . 
. I • 
·•:. .! . .... 
. '• ' 
"• .... 
,·. 
~ . ' 
. ... ' -. ' ' ~ ' -. 
.. ~·-·. 
~). 
... . . 
' . ··. 
~ o ' , I • 
; ' ' 
. . · . 
' "· .' . .. . . ~ . .... ~·- ·· 
:·~:..-. : . 
' ~ :~ 
- ·. ·· .. ': . 
. . . 
' . ~ . ~ 
· ..:: ·< ·: J . . . ' ~ . . . . -:- ' 
. -~ ·. \ . .. . .. -
' \ ' : . 
. .. 
' · ,, . · .. . 
.. ' - . ' ';:). ' . . '· .... ·-.: ._ .... : :.· ·.:· :.. '7-':~- .. ·. 
. "Und~~-:·thi~ -~ul~ipiic;tlo~ ~- ~-tit'~_. "s~~ ·.0~ . all .id~~-1 ~~ of K . becomes : a · gr~~p... . .. 








· .J . . . 
..• ' ' ' f' • ' ' r .. . •. '"'\ ·:._p \' ·,' 
.. . .: ·. · .. ·.. -The · idea~ . "A.·. is -~al~ed .in~e~rai -\~- it::is .. : ·cori~-~ined . i~- .·· -~ . .- ~nd .. : ~- . .- · · f< ,: .. •·. _ .. 
- -··,: • • • • • : :. ••• • • :. . ' • : • • ••• • , ~ • . • •• . ' ' - •. ' ~· ';. ' '1·, 
·:·:, , 
· • · . -:. _; I' otherwise, it _is - calle~ fijCtional. An_ i~tegral id~a_l' i _n -_. .K , is' clearly-. --: 
:--·.· . . 'j_ust . ~ nonzero ~<i~ai·· {~:~._. ih~-~~~~;·. s·c~-se) ~- ~-n :. o--~ -- - ~e:~~~lgr~up of::au ,· .: ... _: ~ :·:·:L<: .r .--
':" -~ ... ; •'"~ ' ' r ,• > ' '' • ' ' "' I , • ' • · ' \ ' ' ' l\ I - •. • ., ' • • 
... :· .. -,. · · ·> -. no!lzerq' i~e~l~ -.·o~ ; · .Q: -~~·)n~:~.~ ~.f~~~~-~-zati~~ i-n~:o' .pri~_:_: . ~d;a~~ ·~n~· .· . ·.o. · ' :·· ' 'i : . . -
,. :. . , .. · · : · co; :••Y ., •.. e p • . d : is~apped. ;;,,., ·.:ti,;; . scmigro·Jp-vi~ : . • . ·• · c~> ;< th• . ·. . -. ·. - · ~ :: .-:J
1
; " -. :-·. ·. 
; :: ':' ' prin,oipaL idea~ of D geoerai Od ?Y • •: ' . !n ~~n~r· r: for ,Y E K •• ~~: : .• •.' '"-s· i ·, . 
_ : ... :: ·. ·: -.: .· ... · · ,._ . .-· P·~inc_ipa.t.· id~~-~ :c_x~ ·~---~<·\ _··-~;_ - ~h~-- ~~f _.J~ sK_I~ . :: -~Y - .whcr~:· .. ·a - E·:?;r -:  · · .  ~---.. :· ·.: .. ::. _  .-:'. ~'_;~{<~ ··: -· · 
. :-:-'. ~- .. - . ' , ·. ' 1. • , we·; ~-ay · __ two .. idcals~:·Of ---1} .•.. -:are• _equi.v~leJft -if; thay_ , di_ff~r -' 1Jy · ~· __ factor·/ ·'· ,, ·-~ : : . <·:' ~~- ·.·'~· .. 
·:.- .:..',· . ... .. · .. '· . :: :--.-_:· . . ·: ·_·:.:.·-· ·_ .. ::;.:--:::: -; -- ,· ... :.-..-. ,: _·_._:·_, __ --. -.... · :_ ·. ::"J .-_· . . ··_.; -:.~ ;: ....... . , , -i · .. · - :_ 
'. >:. '· .. -· ·~--- -. . ,-_. ' -~: . :whi~h ·is ' ~.· .. :pl;in~ip,a;.:-. ~deal~ .' ; ~-~ :ha.~~-· th_~~ }~~ . n~~~e~ ·.9f ~ ~ae:al _ ·.~~~~~e.s - . . :_..;_ .. -- : . .. ..... .;_. . ~ ·• r :~ 
.. • I '' · · · ' ' -. · · - . ' ·- · ·· " . · ~. l . 
: ·. ·_ .'.: : ·_._· ... · : ·. 'unde'r -_this · ·equiv~lencc · r6.tati'on is :finite and _ th~t<the · ide"al ·classes· -.- . ... ' · · ·. • . .- ·" .. ~ ··.•. ,, · 
•' ' :' ' ... ; 1.' ... · ·:··_· . > - ·.::_ .. ,·.·:,' .<: -:· .··- ,.'- ._-:· . .- .· . . ·: ··:·: . .. 1:.- ._ i'.'· .·.- · -~· . . ·.:··:_'; · . ·· .. ... . ;_;'- ~·.' ...- · .• :]'·' . . 
. . . .-. : ·- .. · · :.···. :-:· .... ·f.9rin a,· gro~·p · · un~~r · .. ;1:_ ~e :.o __ b_yi_ous_. ~ll;l ~i.P .. 1\ca_t:(o_. ~_.,·. · _ \~e'_ c;a,~l : ·~h_ e_: (.f~~ite_ ) _.<>~c!e_r · ··: ·,_,,_ -.--' _.·· .':: . f: ··-( ·_-. _ . .- ·. 
'• .:, ~ ·, • ' • , ,. ' _• ' •' , ' ', " , •, ' • • i. , ' , ' ' ,, '• ·,\ , ' ' • 'v •, ', " ' ' • I ' ' • I ' .._ ·, ' \ • • ' ( • , !t ., 
.->+ .: :: :..-.:_. '::. ·.?(t~e ':.'(dca'l class··. g~o~p· the ~la~·s .flU!flber ·_'of ' 1 · K·~ :··.and ~~ ·~ite _ ; h~; ·:.The : .. ·:· ~ : · r::· : . .-.. ·_- · , 
: ::.·.~- ; _· _, .·_:_._ ·.< .--. . . .. , . '_ .r i 's · _ ;~~_.:.~£ - ~nci -~~~~ i-~ -~v~T>~. i'de~:l is~ ~~i.n~i~a! ·~ · -.: -~~~ ~~e~i}~:. : ~-t .~~. -... ::~:, _~~: ·:_ ·:.< 
1 
• ... l· ' .. ·. . · .·· ~ , . . ···.: . .:: . .. : /: · .: ·-- ~ ~:~l . .' ·· . . . . · .: . . :·_'.' ·~ · . ·. ·. -· ··· .. ·.·. - · ... · .~ : . .. ··~ .. -· . . f" .. -:.':.·,. •~,.: . 
'.;_ ·l: ,:-_ .·~ · _ ,,'.-: _~deal _ is princ.~pal -~f_' ·a:n~ r·O~ly ___ ~~ 'the~ _r~~~ ~~-. -~~teg~t:S ~ ~-aS ',unique .:_f~Ct.?'rii.: L ~ : ,. · ',_'.I .·· ~ .. · ' : .' . . 
· f ·--·-· ·_. :.za~~~n >.- J1ence, wt\ -- see_-·tha.:t )<timmer~·s· . fhsi: -approach to .·Fermat' 5' ·Last· :, · ·: . · ... ·: _.. J- .. : .· ... · · ~ .r ·.. . ·. . ::::·:.:~::·.:r:~::~:~.:i~::h~=r~t~1:;d-~o:~p::::: ::::·:2·:>: · · : ·. • J: :' -
.· ~ . · . < . ;~~~~to. i~ ~ (This Wa~ ~~~j;etur~~ b; i~omer : ); o;1 ···• •·. .. . \ .' ; . ; ,' /11 · ~: -~ 
·, ,,/. :,, . .. .... -::·'. · . . :' •' . . . ·,. ·.·''- .. · ·_.: . · . . _. :: _· .. -- . . . .. _- ,,· ·. ·, .. ,·' ·: ·, .. . .- : -· .. -;...-~ · .: ·., 
·· · ~ · ' · · ·. · · .·However, Kunun·er :used ' the · class· number of. cyclotomic ·fields to· prove . . :. · 
. :·. :.
1
.f_ .. ·. ·--: _: : __ :.'·'. _i _· /i_.: -:.· ~~in;·~~ -,~ '. L~s~::rh.eore~ ·f~~ .a ~~c~·; w~~e-r· ~:~s: :oi_ ·exp~n-~ni;;~ -~~-~~:~:. ~~1:{ ~~- --- . ·, ·: ... ·. -... :-:-·' '!".· · ; · ·. 
-. _,f.· : . . . . . . - . . . . ' . - • . . . - - .. , .' ~-:. . J '~-- _·:: ;::~::. ·. . 
. , t . • .•  ·.·  . ' -~d& \";~ ~~i ~h d~e'/"' di;V~d;~~t~~; .~·~ss ·n~mb~r ?f; • Ql.;': a ~~gulu Pr,i~e: : .·.. /. · . ·! .· .  ·-. 
:· ·: -~. ·.. . . · o.t}\~;rwise:. \ole · ~ap ._it ' irre~ul(\r.~:· ._-,~ullllll_er ~ P.tOV_!d· Fe_r.ma_t .' i};fL~st .Theore_m_.·~or::._; · ._: · · -~ .. ,_ -,-
: .-r·-<. ,' :;:-· <>:·-;_;· . .-. -~e·g~~~-~ · _~;~~~:~ · >.·:· rt_' i~·:· re~:i'~v~f~~~-~: .. ~~;;~-~r~: .\~~~~;~~1~· m~n~ ' -t~g~~~~---, ' .. ·> ··. - .. ·- ~: ·. ··.··: -· .. · :· 
~~ .. - ' ',. ,·.. ::.'-' .· : :, - ·- ·.\. : ·: ~~'_ · ' . ..:'>· . ·:·:.~; . -:_.·:,_·_._·:.: - -~. -_::}_- · · . ' ·._.· .·:.· ,'::.-.:-- .::.~.-· ~ .. ,·· ~- ·,· . !-- .··: t-- G·--: . . '··: 




• 0 •• 1 ,,_ '' •' • I ' , .:. • , , ,• ""' I • ~: . ... . ··  ··-.. ·,I· .· - ·.·· ... · ... ,. :··· .·. .._ .. :. _,. . .... ,, ._.--.--. :. , -.·. ~ ~ . . ; : ' ' ·\ . . .... J 0:: > " ' 
- !Ji! . . _. - .· .• ·-.- -• .-. .. ::- - ' ,·-·.,-·:.: .- ·1 , .. 
. ~~ . . . . .... ; . ~ ·: · - '. · . .' : .. -. . ·-. .. . . .:- . . ,· ' '. . ._,. ·.. . ' ~ , . . :-. ', , '·,~J;, '' , .. / .. . , : :·., :,: : 
0 
~:=.o •.' " O ; , , ' I .. 00 l ,l I• : '~ I 
, • , 0 ; • , , \ ': ~ ' ~ : • , ·: ~:' ' ' ,' ' , ,", i f o, I' 1 ' ' 
1 
' o , 0 ' i I • : ' , • , ' , ,' • : : , : 
·.·.- . ..... ::t~·~~~'O't1iV'1k~~-- . - ...... . · - · - ·· :,,~· -· ·' ·-·~ -:· ... ~.· i .. , . . . ···. · ·.:_.~_......,_...;.~ ..e. _ , :t_ ·· ···· .. lllti~~---J.-~ .... ' :· '::-~. · • · 
• • :.: . . • ~_I! .•• · .: . s .. : . · • . ·. ··.~_: ·.<.~ .. : · : ".''1 · .• . :. · .. ::·~ --~·-·: · . .' . ·~ : . . ~ __ :_- ... ~.·_. ·:·:::' __ : .,.:.· . ... _: _-,..·. '>: ·:-_: .... _.: :. ··.· · · .. '
,:, .~ .. . .··. . ·,, .• ' . '' \. .. ; ...... . 1'· -. 0 · • . .. { •• :· · · · • · ~. •. •, - · · :~ .', , •. •





- .. _ : 
, .. 
, . ·' 
. ' ·~, 0 I ' 1 \ 
···. ' 
.'• 
'· , · : . 
!•· I 
- I • 
. ~ ~\ .. 
••;', • •,' I• , , ' ~·-~', : ·! 
·. -. 
' ' ~ . ~ : '·.: .. 
. :-.. 
. ~ .. - ~- . ·:_p: ... 
'.· ~ ~· · .. ·r · . 
. . ' 
... 
· II I , • 
. · ·-:- : .. ·
. :·, , · 
. ; 
' . 
. ·. ·-,;- :. _! . 
. ~ .. . 
.. . . 
' '· . 
o : ~j ~ I' • ' 
;.' 










.. .. ... :· . 
. · ·. ' 
- ~· . :' .' 
· .. , \ , . . 
' . ·' . . 
. . . . I , ·. ~- . . ·; . : ... . 
·t ·:::.; I . , ~ . .. · .. 
.. ·. -~ . ' . · .. . 
kr :~ I . , ' , 
•1 ·.:· . 
., . 
' . .. .. . -: ~ '\ .. ' 
'· . ..:._ 
.... . , .· 
• , 
' i ' ., 
.,_ .. 
. ~ . . . , 
• • • • . • "l .. ' 






. ~ . ) ' 
. . .. ... 
' J 
·' ·, , . .(<. 
. '··.· 
. ~- , ~ · ,'.,. u·."' ... ~.,;,. ~~~- ~ •• : 
.· .. . 
.. ~.:~ •' .: . 
.. .. · ... ; ... 
. ..... -
·. F:' . ·. ·: .. ~~:~ ~ .. . 
' .· . • : ~ t ~ ' : . \ .- f ' • 
. ~:; ' l ·. oJ.; •· -
.. :~ ... . ·_.::,·.· :. ,: .. :· .. · , ·---~ 
: :~ ' 1_\ ' . .'· · -·:· .. . ·· .. -
. ·-:· ':·· .. ~ . ·. . < ... _. 
I •; .: •••• ' I 
>.··.;_::~ · .. ;: ·. 
~.. . ,; ... . .. 
·, ' • 
. ' I. ". ~· r . 
.... ·.·~· ' 
. . . ·: ·.· _;, · . 
:.:: •' 
,. . . 
; : .... · 
. -~ .· l 
. "· , -·· 
'\ , ·· ·'\ 
. . _· -:~\ 







. ... 'l., . ' 
':; 
· . . · 
. ... \. ': 
. • 
..... 
-; .. ·l·,. 
·· .. · , .. _. :·: .:· -
-i , '· 
. ·. · 
' . -: ; 
~ ... 
· •• • ' • ' : · : _: 1, 
:. ,t 
... . .. .__, . .. _:~. , r 
• c. • 'lji · . • • . - ~ •. ~- • • . ~ 
-1. . , .. _. ' : . . . . ·_. ·.·  ' · · .,_ · . . .': "·. ·. · I· . .. . . · . '.. . · : 
. . wh~r.e ·. A, _,~ru!ls.y;rou:g~ .~n .. ~~egr~~ -~.i v~:-6r.~ -~f the· '(i~ld_ ... · K:. .::. N~~;- ·· 
dev~te,s ... tne··l'lorm of.the...-divisor '· A>: and ' s )s:·real(positive. ;. We "· · 
. . . J..... •. • ' ·. ., . ~- ' ·. .. • - ~ . . • ' ! • ' ... • • ... . • . • • . • . • .• .• ," . . • • • :: . • .. ~- • • • . , 
;· ·shall: 'shq\\1 that . t)1e- -'.s'etics . 0~ ·t:ite'· r'i'ght ' il~~d sid~ 0-f : (l :3) c6~~-e:rg·es· . . . ' 
' ',• ' ' • I :·~ . • I • ' ·, .' • " ' • ' ' • .. • ' • - .. • ' • ' ' • I ' 
fo~ i _;·~· · ~ · _<. ·7 .::.a~( is:_:-~ · ~~~-i __ ~Ti;.~u·sl~~t,t~i·o~.,:~r _ ·~~e<:r~._a:~~va~·ia.bl~ : ·s··. ~n~ 
. this iriter.val. · Furthe1r, we .. shall 'Oli'ta·iri ·.the forinul·a . . 1 · 
;, 
· . . ;.: . . ' ' 
. '·: .. · ~ . ' . . . 
.. ·. 
. : ~ . . . . ···· · 
· .. : .... . : • .... : '-: ! ...... )~ :· • .• 
. ... .. . ~ . . - . . . : . :'· ·. ... ,: . · .. 
. '· • ·=.:L·-
·.~ . 
·,; .. . .  ~ . . . 
•,· :. · ' ' 
. • ' '/•r' : : _ 
,:.· 
. ~· 
~. ' J ~ 1 • I 
. ; :f. 
. '; • . 
:· . 
•,: 
~' .. ':; 
' • , I 
.. ~ ' . 
; • ·: ~ . 
•: ' 
.. · 
· · ·, .. 
· . . · . . 
. ' :: ~ . ·. •· ~ . 
·,. ' · .. 
' .·. 
. ... . .. ,._·· .
. . 
• 'ol ' .. . . . 
.: .. 
(, . 
' .. ~/f .... 
' ' J , ·.· ' 
., : ' 
• ~ < I f 
•,, 







':.;:·:&:,··:.(: . · . _._·_· ..-: ..._.;·. 
. L.·- .-._. .. . .. -,. 
• . . .• ::: .·1_·_.· '. ·. . ' .... ::· 
r . ; ~ . . 
.. . ~ .. ·· ·" . : 
. :. ' ' . 





•\ , ' . 
, · •,. k 
'. ·-..... ·. -~· ..... ' . .. 
. ' J ." . 
. .. .., . ' 
:·-; . 
. . .G 
.. ·· · ·· 
' -.· 
.. _, 
. . • ' . f 
'· . 
.... ' ' ,1 ', . 
/ ' 
.. '' .. ,.· ·.·· 
· .. 
'-




.'. : ~ · ., . . _. ... ' ,-·. ··.: ...•. _. \. .. · ', .. ·<·::_-, <:.-, ·. ·.- : -. ·: . 
. ··.· 
.. '· ,. ·· . 
·- . '· . 
' ' • 
. ... ~ ·"' ' 
. -~ 
~- ·ll 
• . • · j . ' . ·; 
' ~ ... 
.... .. 
-·· 
. .. · .. 
·' "' 'I ·' 1 , 
' '· 
.,.f/' • .... .. • 
.. · .. ~-.. I ,·, 
, ,: • I 
. '1• . ' . . ~ . . . ' ' . . • .. '. 
IVe no~ . t~~nsfo~ni· t~e._·~-~rie~ : \~ -. -~) :, 4il.' s~ri,es,_o·v~r. certain. ~~tege~s _-. 




~- ... ' .. 
. . ~ .. ·. ·.· 
'.1 








• I ' t o ' o ' 0 >• o • " •' I ~ o ' • o• ' o > • .. ,
· .. ' · .• ~· .•·, . :·.:' I , -. . .. I 
Then for a.,x,,A r~~-Jhci P:-"duC~, · M: .1 •il~ he : ~r~t ; , ' 
. >· . :: \ :~ .·. ~~ .~ - ~ : : 'I~ 
I • ' ~ ' 




J .-\·-·_. : . 
', 1 . •. - ,'i ' • - ~ . 
., . . . . . 
. (~) - ,(a . ·€ .K)·· .: · 
.. 
;..>· . ,· 
., 
. : .. . 
, . : 
... . ·~ · ..... 
' . :. ·· .. 




• / I 
! ·. 
~., . . -· • 'w ,•' 
' r o' 
~ l • t 
!· · .. 
. . 
'.. · .' · .. 
... I·t ·'.':ls .clear:. th.at 'th'~ .mftppin&:. 
. . . .... · , •, . ·-· . . •' 
' "' '·. 
•: ·, · . 
·; 
.. ~ : ' · .·.· .. . .. , 
· • • l 
. ·, ·• ~ ·. 
· ... 
' -~ ~ ... ' ... ' -~ : ' .. 
I , • , , ' 
' ·. 
. . :-. . 
;· · ; . ~ :· ·· . 
.. .. ' . ' . ,· 
'\ · , r : 
. . ,
, . .. ... . 
·. · .· ': ' 
~ . : ' . 
·., . . 
• ' . 






· ' .' 
·' 
. ,. 





. .t . 
• # • ' 
... 
.. •., :• ,, ·'·J)··· ···:-: 
· .. . '-: .• 
. : ·· ···. 
.. . 
.. .·-- ··: . . 
. : ...... 
. · .: 
• :· 
• • I ' • ' • ~>Jt~ • 
. " ' .. 't' .,._· .. :.-+ . ·. 
· . ,• ' 
·.··-·i ·::_;; 
'='lf'~ : 
.. - :· .·· . . ~- . . 
) '-', 
. ··:·-._~ ·-·.:·. :-
,•:- . 
-.. 
. · .. _
. . .< . ~ 
.·, 
·.- . 
·,· : · 
'· 




.:.· · .. 
. ' 
. : • ·. 
·:-.·' 
.. . -
·; •' ". 
·.··. ,_. 
. .... ~: . 
., . 
, · · 
'_ ,• o I• 
·. 
. ) . 
1.": .-. ' 
' 
. . ~.·: .. .~ 
. ; ' ' ' . ;'' . ) .. ;· . .' 
• ~-If:!,~ ' • •• "' 
.'· 
''. -
·' ' .. 
- .... ) ... ' : -~ . . . '• .. . 
-· ... · . . . ' 
•' \ • 




. ·; :co-~;, . 
. 1. , 
... . ' . 
.. 
· .. 
· '. · ~r· ' 
.. .... ... 
·- · r· . 
.. . 
, - ._, 
\ . ~ . ', .. • • : • .. ~-- ,. ; • • • • • 0 • 
. . 
':J~ . ,' . . • 
.·· .... 
. \ '. . . ' .. '~ 
\ .. . · · :ro _ put._-th~ se~i-~s :_,(1 :6) . tn a :sti.ll .JBor~-. - c~t:tveni~n:t': f~~nl;'we : ·~:s.e _ 
\ · __ : ·. th~ ·.:ke-~m~~rit - ~~P!~s~n:at:icin ·
1
of pbi'ri,i:~ of t;he : fl~l;ci .. K o~:- ~oint~: i~- 'tpe ·_·. 
· · \ : n.:dimcn:;iona~ ·space ·. R. ·_ (s·ee,· Bor~vich-:-~hafar.evich_· [· 4 ·], · _p·. 9(: L f.) .. • ~_ow. _ 
·. . ·\ it :·is: true tha·t there exist~" a corie ·. ;<·. · in. · R~/ ·such that· in - each l1:~ss· : 
·. - ' . - . .· .. ... · . . . -
' •.. --t 
··- ' 
. · ·: 
. .. .. 
'. -~- .. 
.-. 
·.·· ; ~· ~ . : 
.·.· .. 
.·· : ~ - ' 
:: ._, ' ' .. 
_,. 
. .. : . 
. ···, 1 .. ' 1:-. 
,. • •' ; . I • 
- .· ' ' .... .. ·,  '.\. . . 
' I 
. I 
.. : ~ · -· 
i · · 
i ·. 
· ·. · .·,~ ·-'.: 
:;. ,\ 
........ ' 




. ' , , L 
· .. . 
. -· .. ·. 
.. -: 
. ,": ~-. ' ., ' 
...... \··;· · 
-. . . 
. · 
j : • 
j : . 
. ·~ 
• , :· 
• • • : 1, 
" 
.... 
. ' · 
I ,: 
. ,. . ' . ' 
' • ! 
...... 
·: . . 
. . 
- ·- ... 
.· "', ~-- i . 
.:-·"\" 
. . .... •. , ... ' . · _ ... , .. ·.··.· .. '\ . . 
·• :· , ' • ,I •, • l 




., ~ . 




· · - - '\ .. 
' ~ - . . . 
. '~ 
' • . :'• . 
•. ' .. 
. .. 
·\''_:· :-. .. :.- ·- \ 
:-.\ : - • • -- -.. -.- : -:,-·-:-. .... _-,~-- -.. ""·.-i :_ . . 
\· .. 
; ·\ 




. \ . 
• I 
. \ . 
\. 
. · \: . 
. . 
.. 
-: . .. ~ 
. ·_ . . . ~-/. t .· I' • • ·: ~ ' 
. /. . ' 
I ' '•• 
. : . . . ·. . ~ . 
-· . · •. ' J, . 
,. 
' ,: :~ . ' 




. '· : 
·· .-· 
' I •' 
•, :-
o• : I 
. .. . 
. •' . 
: .. · 
. . 
,. , .. 
I'" •. · 





' · • .q 
:' ', 
.. ·. ' 
.• 













~ . . . 
.. · ~ . 
. " 

















· ·::' ,I • ( • ' ,• , ,·, · o ' : ,'l· 
• ,-. ~ •• • ~: •• 'i::."~ • (-' ;l 
. ~ . 
. · "' .. ,i ' .• ; _. 
,.·, 
·. , . . · 
· .. ' ·•· · ·.· 
. . .• -:· .... 
· ...... : •' .... · :' .. ·~ .· 




· ·; · 1 
.. · ~ 
. ·j. . . . ,• 
..... . , 
.. ' . 
' , ' ._ • I' 
' .. . ·:: 
,· 
.? 
(1 .. ••• 
' · 
- .. ;. 
.. ·• :--.__ . . . 
I .. , ' 
•, o;;;,'J 
·. ' j 
· · ':" 
·.'< ·~.'' o-;· .,' • ot r ' 
.•. 
·K' ·rea.I· 




· .. .. 
.·.·: 
·: · 
. .. ' \ ~ 
. : •. 
;-. :-;;_".'·.· ·: 
, · 
·, .··> i··· 
: . ·.:: <.: 
. .. 
• ' ; ·_, 
. ' ! • · 
'' I \' ., , ' ' ·~ . : .~ ~ - .: :"" :: . 
1 . ·. ~ : · . 
• !l!rl' 
. . . ~ . 
. .• .'! . 







·· .. ·•·· 
' . .l..~. 
, . 
i . . , 
. :-. ~ .. 
• • • f• 
. . . · 
.:· 
.. , 
.. : ·· 





., . ~ . : ... -.. . 
- . ,. 
/..' 
I • ' 
.. . . ··, 
·~ . 
. . -~ •' 
. : ' -~ 





' ' ... ~-. ·.·: .. 
! •:·.-./, 
.' ·:. -~. ... . . ' 
' . ,. . : · ' .. : ... i . . . , ' ' :~ : ~ . ,• 
:-::_.;::/~/· ::· .. ·, _;: 
,. ; ··.-: .. : .. 
• '# !; • 
.. · .. , : ... 
·· .. ··· , , 
.·.· .. ! ' 
· .. 
. . 
... '.· . . ' 
. • .. 
. I'* .. . 
\ ... ' ,. : '\ ~ 




[4], p.:- 330 
. .. ........  -: ··. ... ... '':. ; -\ ' : ·~ .. 
. .. ft· 
.. " ,·. '•.o..l ·, 
. " ; >.' \' .. -.. 
· .. · .. ..;··· · . . . i . 
.i.:.·' 1,'· 




' ,' •. 
. . 
•. 





dsJ the ... Riem~im zeta f~n.ctic)n (s.ee Borevich'-
. . . ~· · .. 
otihg · th_ai: .the m 6£.-i:ha't discussion is· ·1 . by 
.· .. 
· . . . I 




.> • . 
. : 
. .-
. .'· ·-· 
' :. j 
.( ·'. ·. · .;· . 
... . 






· , :• 
. · ... , . 
:: ·~ 
.- ,. 
' .... . 
·•• , : ~ • 1 , ! 
. . ·.' .! 
' · ... ·.:1;, _ : ~.: : 
. . . 
I : • .' • ' • 
. ,1 :. . . ' t ,. 
· . . ,• . 
. : .-:.· .. 
: ·; ... · ;• ..... :·. 
-: · . 
-; .•' 
I .·, 





. ,· .. 
. . . -· 
... ·. ' 
;: ' !. : 
-; .': 
: .: ~ -: 
. ' ; . __ . .:; \ ' 
. ~: .. 
' ,_ ~ . ' ,' . 
,. , . 
' -.. 
: • \ __ , .. .... . . : 
\ . ' 
. i -- -- ~ . ' '•'.,.~ · ... . ~ 
I 
\·. ; .l~ · ·· 
.~ ' 
.· r , 
16 
·"-'. 












. ! .. ',. 
•• 
,v . 
.summation .bver a prime half .rc:;_siduc syst·cm ·(a set, 
' _,.- . ' ~ .. ... 
{x} where ·. ·{±xl is 
a ~ri~e r~sidu~- sys.~em): arid . t'*' : t~ denot~ ~~hat :the r~~idue s~.$~tem · shqul-4. ~· 
1 -:::,- • • .,; .• . .. • . · • • 
.c.ori!ii·st of the smal rest possi-ble . posit:t ve nt1mbcrs •. . 
' . . . 
For i, a ratiot~ai· integer. ·w~· dcnp~e by . 1 (x"")' 
. z ' 
th~ Gauss .sum 




.·\ : ' '• . '" -· 
, ... " :· . . 
-- · . 
. e • 
. . 
. 
. : . ' 
. ' · 
_ .... ; ': ·. :' 
-. , ' 
• :" I ~ ' 
. ·- :·· > .
. · .. _. 
. .. \~ :-. 
- ~ ·' ,. . 
.. ... 
.I ~--: . " -~ • : - , 
-- -;; ·,-
} ;. · · · ..... 
·-· -.:'· ·_'·:· 
--~ .' 
;f ', •, .. , ... ·. ' : 
. · .. 
. . :
.. , . · ... .. 
•" ·- , ) ' 
~r.'. ··" · . ... -_.·. 
' ·t_. 
· .. ·. :. . ) ' ... . ·· ...... 
· ·' ,. ' 
_ .. , 
: :' . . 
... '· ' -
. , : 
·.- - ' . ; . , · .. --~- ' ·' . ' . 
. -. · -
,. 
..; · 
· . ' 
.·.~ ' .. ' .' 
r'· 
' .. -: . 
. •, , 
: ._ .. :' 
, . · J 
._•: ... 
.: :.fl . 







.· ·' . 
. . . 
··)-1': 




. ·. ·_· 
' ' ,', 
': ..... ' ~ . 
, .. ... 
•' 
' . 
I . . .' . 




\ :>ince- for (z, f) .. ~ 1. 
. . . , .· ' ·· .. ) · .. 
... 
:: ·. - · 1 · ·-· ···-/ .>;:~· :· :. ·. · -z 
. scx,'·J_ :~ -~: ~ · :~ ~(~)-' [~o-~ _Cl - .: _r; _  .. J 
. .' . ' '~- .. ' . . ·: . . 













--· .. ·. 
., ' 
+· ~-:(~.1) :log(_l _ · ~ ·~z)] ., . 
· ·, .. . . ... . · 





• I' I i .· . ] 
., 
: .: .. 11::-: 
:. · ... ·: ·" . 
~ . t 
:-· . 





/.! I ' . ' : \' : : :. ·,., 
\, ·: . 
_,, .. 
. ~ .. 
.•: . , ', ' . -,~ · .. " 
··----.- • ·. j ., . l __ ; . 
..· . ,., . . . . . 
·. , If..w·e · .a;~~~e- · x '. · i; ev~n··· ('arid · s·ihce 
~- . . - ~ 
..... - ·. ·.\hen-(1. 2_P.·) be~6me~r -'.· .. , .; 
. ," . 1.,. -~~ .and .:- ._i.-~·.· ~-z. - ~ ~:te <r·cmj'ug·a~esJ-/ ·: 
' . l: ::· .:. t· .. ·' ·.,. 
..,-.. > ··. ' 
. . . . ~-:.: 
' : ., . 
. ~ .... . . 
•• • • • • l .• · 
: ', · .. '.-:; . . ' . ' ' .. 
·-·::· ·· ~ '. ' 
j' ... 
; , I.· .. 
.-.. 
.1 ' .. ·'_:,.: i. . . ' ·: . z 2 
'. ~c:~'_) = 2 ~ -~- -{-z) 1~~. 1..1 - . ~:. _1·.:.· ._ .. · ..
.. : ·,~ ' .. :. ,: .... : .- ... .,. .. . ·. . . '11 ' . ~ .· . . 
-.. -- L _x ~(z j ·l?.il r ~- i; I . . . 
.·· . ·. f. : . . ., . '. . • ' . . :· .. 
. . : .- :· . ....... _. :···.·:·· .·.-.. z .. 
.: ~ -




. : .. -· •. ' .,.} 
·' .. 
'· I ' ' ' 
··l.· '·· 
. ·.:·~-. 




. . . ~ · ~ 
- . : ., 
..... ' ~ • n ,' 
,_ ·-· · ... 
~ • • 1/ 
_. ;.· 
. • . 
' .. 
-' ,. , . 
· .·:· _-· - . ·· _. :" .. ='·2 L : x~(z): ..logl.l · ..: _r;. ·l::· 
. '. I' , .' ' o . . ; i: z o. : ~ . . ~ . ', ~- ., . . • . . , . ! .• :·, •. ·. 
/r : 
. ' . :: ! : ~ •.: . ' · 
'. : :' ... ~ . :. .. ' .. 
·-· . ... _,. ~ 
.... , .. 
~ ~ ·. ' " 
• . ' ' ', , r ~;·~ 
' : ~- :· ;: : . ;; . . t .. . '· 
I ' I ~ ' ' I y • ' '• ',, ' l 'o, .' : 
:.'<.:':-.·p_.<::>::,···:.·_- .. ,.; .. . ·. ~-.· . -· :-\- .... .. · .· ... · 
• • • · . ·:.: 'l.,.·, ,_ . , _,· \, •. ' .. · · :.· ... ·: • ·;. 
•, , :.. ·. · .. · .· 




' ' ) ' .. 
, _ . .. . . 
. . :.· . . ·· · ·.··; -· - .. 
' :· ·. 
. ..... 
, · . 
··' . 
·.· .. ·· 
. ( · .. 
',~ I' ' .~ ... 
··.··· 
' -~. .. 
': • 
• : 
... : .. ·. : .. .. . '.·· -~ ·. ' .. 
. . : \ •:.· · . . .. ..... ··::·· .. 
. ' > ~·-"""-~~_..~,.'- . ··. .. .. . •• :  ___ • ' : · :.:.:-';--: ' -~~·~;. .~, 
·' 
~-, : • :., ... ·, .·. ' ' • I • .;:,', ·. ,< • ::ll ' 0 _:.~.,(. · .. , ,'I<': > ... .· .. :.,;~.~~. /~.·.·, : ::' :'  •, •' ·.:.,:--: ',:,' - .~ :,:' •, •'' ' ' ,_;•>:. :• ', ', '• ' ! ' ', '. ' '•,:, : : •' • •: .<:' ' .. ~ .. ' ' :: ,'.< • ' : ', :._ . ,:~~~.;_~~::_:.·,::~~~-·.· .... ~· ' t , ·, I .. '.' ~ •;~•:: f/i ' , •· ' • 0 0:: , j 
. , . ·-;· . .-·. . .:·.- . , :·. ~ ... ··''' ·-.- .:. , ~ · .-: _ .;_ :.L:'<\ ·. : - <-:::·:~~_::.:.:_:· . :<-:-_:) : : .·_~: ~·· . .-~: . . .. . .. ....... , 
. . 
' .~ . -· 
: :~ : 
I _'• 





. . ~:. 
'; ·.: 
.. ,
·'' . ··,, · 
' ._ : ' . . . ., :.- .. . : 
~ . 
' . :_;· 
' ' . ·. . .. \ . ·. 
' o ' , ' o ~-;: ' I : •, ~ ', ; I / "J ' , ··~ 
. . I© . " 
. ~ . ~~\1} 
.. . ; .. . .. .. -·-·· .. , . . 
,• i 
·:.:· .. .. · ~ 
.· . .. 
' • o " 
. 
' . 
. · .. 
-. .. · 
. •, .. · 
. . 
. : ·· 
\ 




• I . 
Hence·, (1.119) .b~corne·s . 
I 
= 2t Cx ",) ·t-
f ·. L 
' , ±z mod f 
L(l' · ') 
. ' .' )( . 
. . : ·-
. ,• .: ·: . 
- ' .. 
. (: .. 
' I ' I ' 
.··.· 
.. .. -·._: · . 
I I o ' 
~ • ... . ' ' • 
. ~ ~ : .. ~ ' ~- .. .. _. -... 
," ' ~ : 
.... ·-: - 1 ' ,> 
' ' l; I ' o' t ' 
! ,: •. 
! 
1 f (' .. . · 
\ 
:. 
. 1 \ . . ' '\ 






\.. , . .. ·. 
0 o ' • : N: ~.~ 0 : , · o : • ... -~· · -.~ -- .' · 
. ' . 
"'' 
,· 
. ~-~ . 










· ' ~-· ' . . . 
. .. 
' .. ' 0 • ·' • • f . : -~; ·• · • 
_ .... · -~~~~ 
. -, .. . -·:-
' I , • 'r ' 
·- ... : . 
: p 
- • • J 
.=. ··>~: .. :·~· 
. ·: ~..-.:._"-;.,... 
::--~--~~f 
-· . ''l· . 
....  · .
· i. : ,-
I ., 
.. : ·. 
• ,; ·:-- ~~ I 
: ') . ·: . : ... 
. -. •, 
.. 
·.: .... 
• • -... t • 
... ---.<r .. -
• • -~.:. -~ ', ·~:  • , I ' 
. ·,· .. 
. ' -; ··· ·: . 
). ~ .... :. 
·o: ·:. _:·., 
:.' . _ -"~ -~- . 
. -····. ·' 
.. . 
'. . . 
. . . . .. ' ~ ... . 
. . . · .. 
~ 
. . ~ ' 
~ . . . : · .. 
. . ·.: . o. : :. , . 
. · . ..; ., 
·.' , . 
~ ... 
. . . ~ ... :.: .... 
.,•. 
\' . : 
• • ·='· 
·" 
. '' ~ II ~ • 
. , ; • 




.. · . . · 
. . . .· . . 
~ ... 
. ·.··' · 
. . ... . •• . :i_"' : . • •• . · 
.  ·. ... . :: -e: :r:?:; 
· .. · .. .:.::;· ·. ,/·: :·.·· .·, .... . " .. : 
j _ .. , 
.. . ·: 
,tf' . ' • 
... ,' 
•, ' t' 
,. ··c. . . 
' • . 
_. ./'· . 
. ' f':·: . '; 
·: . 4'.!.'; t ' ,t• ·• ,.· 
• '• .> ' ' ~ I ' 
.. .. . . ~. r .. . - .... 
. .... ·:.: ,· .,· ... ~ ·~ .' . , . ' . . ~ . 
.. ; ' ' ' . ' . : 
.·: ~:·:. ..... . '>.: '(. 
·, . 
• . 
'..3 ' .' . 
: . 




~ ., . 
' · . 
. . '• \. 
' ' .·· .r.: ,-... 
" :• '. • 
(L 2.8). 
:· . .. ' . 
. ' ' 
'\ t . 
' _...._.,... -.....,...~ •.-:-_ 1 . 
.. r.\: .· ~ 
. ;: · . . · . 
;_:_. 





. .· f 
:.\j ' 
f· 
I . ~ : 
' •., 




. r. ,r ·. 
\ ·:;,::. :_ · · .· ·i 
. ' : .·· ··:,.··\·.'·: :-. ' 
• :_ • • ' • ; .>' • 
I ', ', 
. . . . . 
. ~ .. : .. 
': :. 
1:'· 
-- .. -·.· _;·:: . :· ... 
I 
• t.-:,' ·' 
-.:..· 
I .~ . • . :· 
. . , .. ; / . 
·.· .. ·, ·.: · ... •' ~· ,· i: -~ - ~. -~ I ' . ·, ',, · (·--~--. ----.!..!_~ • ' ' •• . 
. ·. · ., 
·::; ] · . 





I ":' ... ... . -, .{ ""· ... : 
,· ·. · '· . · .. 
...... ·;·· :· 
:, . 
..... ..... _. · . · . :. 
. . .. ·· 
. :r:- 0 • • ~, , " . : . : .. :-
:.- . . ' ..... . . ··. ·-··· 
· ' 
I ' o ' • ,'o ::·: :~ : .. ' ·. ,;;-;-- : : .)· .. · . ,. ·- 21'.:.' ..... ,·· .. ·. ·' · 
•'• : ... . -.; '. [ ' . . . . . . ' ·-.... _..... - : ,~ 
_ .. :;'! ... < .··,_··. ·.· .·.. -· ,·· · · b · ... . -·. . . . ~ .... - . ·_:·. -~ .·• 
. . . . . ·· ·- . · . .. ·.· . "'.· .. . . '. . . . . . . . . " + . 
. \ · .. :~ : . . : --. . "_ .. ,- . ·· · ~f \'l~ __ pltig t~ese valye.~ _in (1:15) .a.P~~ied ~a -·bath . ?I> . . .'~nd· ··%.: . lie ·. 
. ..-' .. {. . . . . + ~ . . . . .. 
. - · _ .- :· ·. :·· find /:that : h.~ · ;, .h '/h .. is· gl'ven'·by .0 · . ; 
. . .. · . ,- .·:! :. ·:· P .. . ··_ p .I.> ~ . . . · . ·· 
.... , .. -: . ... , · ... ·... .. ... . .. . ,-;.. '. _'· .. . 'p+3 ·~·-(P_..: 3) .. ,.'cp-1) ,-· · .-  
" ' ... ,-· . . . .. h·* .=···p ~· 2 · 2 ·· '11' .. :· 2 -.~ . .- n·.· · L'(J;i) - .. ·· 
\. - . · :.~ · .. · • :\ -
1 
· • -· ¥ .:. • ·, • P · ·· \ . . .. . · :. . · · · x· bdd · 
,·: .. · "".:. . .. · \ ·,, 
' •' I 
,.·. . . . 
:· ·: ,. I 





. .. ( 
., ........ 
' .. · . 
. · .. 
(1. 30) . . . 
.. J e~ ' 
;. ' 
· . . ! • · -
. · r 
. ': ~ 
. ; ~ 
. 
· .. ,... _. ·-· ; ' ·. ·· . .. . -- : .. 
.' ' . . .;. ' • I' 
:·: ~· . I . ·. . . .. . . .. .-:· .. :· : ...... ·. . . .· ., ·.. . : ·. :i · :: 
. . ·· · .. \.·:. _. If ~ ~~ ·.den·qte))r.·.· ·.r . _ a '·#i~itiVe' tqot .. '_(lllod,:,p) · .. an·a by, _r~·· . ·. the . · · · .. 
,; 
. . ,..~·  
·. . . ·.le~'st .~'p9s:·i~ i~e :. ~es·{ciue ,q( r~~1¢od. p)':. :··. · t:h ~~ "ct.?.9) .. : ~an ~~· ' wr~~t~n 'as .: '. :·. i .. 
·i 
. . . . . . . • . \ .·"':"'• . . . . ' ' ':!· . · ,. ~· .. ' . .... . . ' ' .· .. 
·. ·.·-· ' ', . , •' '. ·.· .. ·.. , ... ·.: .. · . 
. . :·. ·. : -~ \ ''. . ,...., .. -....... . . , -.·.. .. . . . -
~. :: ·. . . .. ,. . ·~ \·, ': ' ' ·. -.":··, .:' ,·' . • ' •' ', :·· ~* ~-:' .'/-'1) $ ,; 2 .· ' -~ ·, ··t~·, ) - ·1 pi~:. , . (2~-1) k·, .·· ·. '·. • ,' .'.. ,I " 0:· ' · .. : • .:~-· :' .< c' 
..•. ,.·. •; . ; >': : ;' : .• f 
0 
- ~ , p V•l.' !' .-~0>~ C .·~~:~ ~·-···· •. ··• •.•• r.Jl) ..... · '•. ' :.· :-. - ~ -:~ ·~;,,. 
· : · ·. ~ .. . t···· . .. :· . ... ·:-_.· . . { . ,-: . · ' · , 2lll/(p.: l) ·· . .' .. d· .··, . ... : .. . . .. .. . . -1 , . -/ ~ 
,. . ..7. 1 · · : · . wher,e .. s .-=·J2 (p: __ :-1') and:_ j~· :::·e. :. · .. · . . 1 ~ · .. ·.Tp ~-u~ thi_s .,. f 1rn\U1~. in. .ano.th,e.r . :·:· . . . .. ·. ::··J . <:\. : . :·.· .. . :.-:, ':' . : .. . : · .. : .. •·•. ,: · . .' : . . '· . : ' .·. • • . : ..... · • .. . D • •. ,. .• . • . . . .. . ... j · .. . 
•I/ , ' '•, ',o ' . ~ .'•,• • t' ~ ' . ; . ... ~ , . · ;j : ,~ , ' I ~' I I J 0 I', : ' I ' , \ ' 'I ', ,: ,' o •• • ' ' 'I' : • , ' • ' ' o' ' ' ,':, , • 
, . ·•· . .... i}·or:: : ·· ··~jrT: ~r· .?:: . • :.  ·' .>>:_, ·; .• ·. ·.·. ; > : ~ . :·_: : ~> .•· < . ·( :JI'>_ •· 
.... ... ,..,.: · · ~ : .r .. ·· · ·. _ : ·.: .· ' . l-2y · · . ... Pt· · ·· (2v- l)k'· ·. ~t ' · · · ·· ... J·: .(2v- l)k · . ... · :.- :.. . . :. · ·· · · . · .. .. 
. ~ : ,-. · · .. :.. . · . . . : (~ ·- ... ·- .0 l.".· rk~ " ... <. · .. ·. ~ ·: l. :. (rk+J ·.;:--· rk~ 1;, .· · · . :-.... ·- ~ (~ ; 3~) :. : .· :· · . .- :. · .·,.· · :.::".: · . . ·: : .. . 
• ~ ' • • ~ •• • : ••• • • • •• • - . • • • • • ':. J. ~ • • • -
- _::, .. :: .· .· .. -::.::-. <. ·>>·~ ... s- 1~-' .. ' .... ··: .. :.- .... 2v~/k ..... · .· . . ,' ,, · .. · ' . . ·. 
. . .. · : ' ·: · · · ·. · · · ·-. ·: · "' 2 .· f. ·' :Cr . · - r ) r; ( ) · . ·: · ·· · · · ,. : · ' 
.. ·· :.. . :· : _., . . ·:. . · : :_ .:A(=O , k + 1 :k . ·.,.,. ·. ·:· · · · · . .. .. "···. ·.-. ·· ... . ·: '\ . ·• '.; : .. 
.. • . .. · . ., - ? i~ ~ ~~;i>dtiV~ · :. ; j. ·.·· :· .. 
,·, •' -i :. '' ' ·' ',', ' . r ' ' ' •" • • ~ t ; • ', ' • 
.. -~· · .. · ... :/ :_;, . _ -~~'~oQ~_ of..unity, · thim' · .· · · · :.,'·· · . ··./·.. .... ::--.. :··· .. '._:. __ ._··e,·i: . . ·· .'_.':' .. .. . 
1
.,.<.·. ·-. ;.' 
.:· ...  ··,·._tr.·. ·. .... .. . . _ _. .. 2.... .. . . •·.· , ... . ·· : · ··:-.. < ~ ·'·;· ......... . ··. -. J .. · . . . ~ , • .:.. • • • • • ...... - • ': • • • • • • )' • ::. ·.·: • · . ' 0 • ' 
··-· · ,./, , ., ,. :· ·:' .. " .... .. ,_., . .. . ... ·. · .• "· : . ,' ,: · .. . ·· 2 .-: : .. ·3 ,'.-: ! · ·· .. ' p.:i ' · .. . :•: .· :· . .. .. . -. :· ·. ' . . .· . ,, ., 
' . 'f':·· · .· ·.· . · .. . . ~.":.:·, .p ' - ·l · .. = .. (l .. ·~ · r;-)(l _ ... . · r; .)(l. -·~;;) .. ·• .-..:(1 '·-:- 'l; . )_; '_··· . ··:--.-,'-: · .... · ·' · .·· .. :. ··<· .:·. 
I '> ,,' •: ~ ~-l,, ' ' ,·:~•' • f > ' \ ' _' '• ~ • • • ,':• ', ~1\' ,• ' ' ' ' ' '• ',•'• "' : ,• o,· , , I I ' • 
... ·. - . -. ·• . ·~· ; ;.._ ~l,- ~:).~1 - YJ.(~\ ~~) :;· :,_~~ ? ~P~%.-. <; : .... ~ . . .. . r ....• 
. . ·. ... : J ·_ ' ; .·.·.·. . .· .. • .' · .. . · .··• ·.· ' .· \ .···· .· . ' .· :i( . ·!·.\····· •.•.. 
_., ·. ··. / .. . ··- .. .''· : ' ; . . '; . . . \ 
• • • ••• 'j • • • • • ' • ._ ; ' ' • • • · .' :-:. :· ... • • • • • • • • • ~·. : • - . _ .. , .. . • ~ • • ' • 
. . . ', i . ' I • . ' . . . :' t • • ' • :' • •• • .. ' •• ' • • • • ~ ' • I . • ' ~ • =~ . . . I • • : • • • £ ' • ' ' \ : • • ' • • • 
~.·./i·.. l ! - i ':', .:· ' ',' . , _·i.•U·', ', ~··.~ . , . · ~ ,•, .' . . ' ' ''"' ·.'"': .·.. • ... • .. ' .' ' ' 
· .. ·~~-·:.~. -· .. . .. -·:r . ·. . . _,. . .. · .. ~· . ··:.· .~_. ··: ~ .. ·-7-~·~ . ... ··-~~J:_:- .··. ... . .,.. :'.::.t .-.. · -1!-. ~~:• I . · . ~~~·· ·: · :.·:'r ·,,:.•' • 'I • • • 1 •, • '' : • '}"'! 1:'" . -. :~~-~' ·.· : ; •• •I \, · ~ · •• • · · '! ·. t - .' .. . ·_. .... -, --:.~ _: .. . ~ :· . . : ,····· 
. !' t .. : I ; ;_·< :. :.· :r~ ..  ; > .: ... ·.·.······ ·.··•· ·.  .... :. ·.· .••... ~··· · .: •. •.. :: .•. .. ••..•..•..•  · ,: : .··. · · ··. · . ·.••· ....... .
,· · ' ·. ,_.~ .. ..,.,..~~~-iiYU,do'•il<"*' .. ,..l>ii.·-·-·•• . . __ :, - ·: · ... . · ... _., .. . ·, . ., . ' . . ·, · ' . '\ ·~ :·· . •;.?~;. ·:.:.;;< >" .· ; .. ·. .·· -><;~· t: ;: ·  .. , : ; ' ,?': =. . ..' ; ;/.·::: •. ·? ,;";: ·:;,:0!: . ~· .. ·.·. 
.,.• ' ' •, o;• ', . I ,.", -~ '. . ~ '. . ~.·.· \;; ·. ·····_)?'~~-· · :' · .•..• ' ::-... ; .... . 
. --~-- . . . . . ' . ·. : . .,.., \ 
. ~ .. ; · ' . :.~ 
'• :: .  : · ,. 
! ' ... 
. ,_ . . 
. ' 
... . '. 





- ·~·,.··. :· .. .. 
··. -· ' • ' ,•/ ·. "; 
-~- ' . 
\ . .. . t 'l 
. .. :....~ 
- 22_. - · .. .-. ~ 
· .. ,., 
· ', .· 
... 
f . .. 
,• 
·' ' '" 
·:· ... _ .. 
..... 
. .:_· ·· .. ::_ .. · ~-.. ...... .- . . . - ,. , ~ ,· D ,' ,\ : ' ) , ' •• ' ~- :. ~ 
. . . ~ 
., 
.. :• 
:' 1' : · .. 
, ... · 
, .. . 
_. i . ); • 
r_-',;:. 
.. -- · 
. . 
'.:.. _- :~· · . 
. p-2 (.r; . . ' . 1) . . . '3. . . ·s :±2 = :Cz; -" ' 1H~ .-· 1) (~ 
• ,..._. • ,. I 
:;' 
.• ;r.: ,: 
•, .• 
. -.. .. ~ .. 
: ~ -- ·.' ( . :.' . · 
' ... i' 
. ... !-._ ~' -·.·. 
. .. ; 
· .... . 
·-1 
=· (t J) (~-(p-:2) 
(1. 32) and . ( t·. 33) J we deduce t -l;),at 
· , 
• • ,l 
-.1 ·.s · ' s-l' · . s . ' ... 
. ?.p*·.= ±p' : I. n ··. rJ {r~,. '1. 
· ·. v='i k=O · · .. ~+ · 
.. · 
. 
'·· ; . '' 
~-\ . 
(1 . .34) 





. ' l.' 
-.... _ -· 
'..· . 
·.· 
·._ ... <";. / .'; 1"'· . 
. ·:·· . . ; '. : ,_:: .' 
... · . ·.· 
. . - .. ·· ' • 
. . . . . .. t. ..· · .. 
• '7 .! ·-
.. -· '· ·: ... . 
,, • ·1 1~ •• . 
· .... _.::: ·:· .. ,
... :· 
.. · -· 
···.·. 
· ... · .. . 






. •. .. · .. 
. . 
.. ~ ' . . .} . -;' ... . · .... ] ·', 
... 
. · .. 
I , 
,,. <C , 
• . 
.. . , I' 
... . · .. · 






.. , ..  
=· • .. 
'7 'o•' • 
. .:. 23· -
·.. . : ' .~· '• : 
. ·c ' . • 
·' ..
' l. 7 · An .Impo_rtant Fo~muia for h* 
m·· ~ 
' ' / 
'j 
··. 
v ,, be ·the ·exponent of the group : _K, · that is; :, 
C01JU1100 ~Ult~ple· ·. af. ~ the .ordf!rs of a~f :elements in 
. ' · 
., 
·.!.: ' .. 
v 
, • • 1 
. ··*' ~ ... ~ 
,. ' 
\ 




• ~ ... :· . I 
: _·. t -:!/~ }<;~/-
·.," ' 
. , . 
. '• ,' 
. • .. :· ·~ I' .··:' 
·~ ' I I 
':·. 
~ .. ·. ; 
.. . .. . . ... · 
: ~ . :, . 
... ·. 
' .. 
. . \ . 
. .:·, 
.. ·· ·':"· ':'-·· .. 
.. : 
: tb · : .• . 
' : ': ·.-w: . : .. ' 
' ' .. . ~ .. 
. . ' . . . . 
.·. . ' ' .. 
.:.·;,·r-·· : . ' ,• ' . . :.· 
I . ~ . : . . 
' 
• I> "'· ; ' ~ • 
... 
' ' ' 
. . · ' 
,., 
.. -:-· 
. . ·.· ' 




.... ·,: . :: . 
;,. :.·· · .. \ .· 
. ··.·. 
·.· . . ·, . . 
;:'. 
: . ~ ... ~ ..•. ·. 
. ~· . 
.,)' •, .. 
.. . 
.'.;;,, I,' ' • '• ' 
., i 
. ·.~·-- .. 
-~ ' 
.. . 
·· .. . 
-~ ... 
. .... 
. ' '/ ' 
. ' '} 






._ .. · .. 
. · · . . 
.. . · .. 
·.· · 
.. .· . 
. ' ' 
.~ (" 
·24 .. ,·· 
·,, .. · 
.-










.. :··= • . 
... 
. ,, .- '•. 
•, .... 
:- . . 
.':.'·.· . 
··.':: 
.; : . ... 
' '' 
··: 
. ;:.· . . 




:·· · . 
. . ~ . . 
... ' · .. · 
: , . . 
" . 
· ... . 
. . ··-... ·.·. . ; ~ . ;' 
:( ..  
., ·-· .... 
'·' . 
~ ~ . . . . 
' ·; 
. ' ' 
. . ' ,.: . .' · ... 
. . . ·~·. :• 




· ... ·./!,. v .. 
' ' ·. :' i. 
,'. . ~ .. ' ' . / : ~' . '' · . .. . ··.[ : . ' 
_:'' / · .. '1, .. 
. . . 
.. . . • 0 . • : . . •. · ', ·· . . . - :·. . \ . 
. . ' 
, .'-, .. ~ r .: .' . ··:: \', :·, , . ' • . ~ .• :_ ·/: .'. . 




_.> ; ··~; 
·-;---- -.. 
' . I 
25 -
.. 
- ~ ._· . 
--
I . ''\' 
' ' :· 
. ... ':· 
1: 
. . 
•' . . 
. '•, 
. · •, 
J· 
. - )wryere-. the produc·t . is . taken o~-~-r a".s.Y~_.te.~~~o:f. -~X:~pre;;~~tati ves· 
the orbits of odd characters. . ·. . . - ·. ' . 
~ . ~ . 
.. ·· 
. ' . 
for 




L.a·),Jorms ·of St1~ke1hergel:* symb9ls 
. ' . . ;" ·. 
- •'. 
. ·' . 
'·· ., 
-.. ·. ' . . 
-'i ·. ' .. . ' ...... 
... ); ~~~ - ·_ pro~e- the. :~o_fi:owing . :pr~per.t~'es .:of ·. Nljl (~,I/ ~ (the. _ pr':'_o·f~ 'fo i l'~w . . • t .· 
-··· ' .. . , . . . . ... . . _.· ·..... . .. :. ' ' . . . . . . . . . . : t . . 
·· .·· 'llasse· [lo]; · p_. ?0.:94)": :..· · :· . · _.:: -:-~ · .-· .- · ··:. .:· :·L.· ... .. 
. •.''·:·~· io , . : ' · ... · . . . · · _.,;'"' :· , '_.:· ,[_ ·.·:·. ·.- . ·· \ ..... _·· ·::": :. · < ~. ·'. _.· .. .' _: _ : · ·- -~- ·.·· · .. . - ~· : _ ::;·.:.·.} ... ~ :.:: • ' 
_·_.:··:~.- :.-~{ .· ·---; ·~ - :< ' _>:·.-:···~co~~~- ··i\:.~ ~ ~~f .. :·.-~:- -:be· · ~. pdmiii~~- :cha-;acter~· --~~d . f(lj!) · ·.~i~- . .-- ~(~1h= -:-1: .. : _ .. . / .· ·.·:~ .. =:· .. ' .. . ' .· .. 
: ... : ___ ·.;_·:·:: _:; . . . . : . ,: . d .'i . ·.; · .. ·. b . ·h -: . d . f -:.'. ... . .. .·.· ' ·: ··. ·, -
... : .. •· _: 1 .. .. . _·: :j ;. : ........ n -:· ..et,;:- ~{.- _ .r t: -~ ~r),~~ :o ::.:·. ,·· . .. . . ··, ·. _ . . ....  -. .. .. . . -:: ·. 
,', ·.~ • ·.·: • ~ : •• · : . • :~ ,·: 'I·~ :. '• • • .:· .1, ' ,•' I 
I • 
:·_· · .. : 
. ' . · .. :: . . -~ 
. , '· . 
.. · .. . ·~· . . . . ' ·: .·· .. ~- . ' 
· · ·· ·.· .· : · • •• • - • • 0 
... _,, · . . .. · ·· )ii) .''.:·'if on.lf. two di~ti~ct 'p;rime.~ . · ·p/ : q. ~ .P. { _- 2 ...-~~vi,4e ·. f{lli) ; ·.,· thf?n ·: · ,:· :: .. ;. · . · .,-: _·.: - ,- ~ · ,> :·' ·· 
· ·. . .·.• < , _ · : N~(H0l, is >• ~Y~ ~io~d i~t~g~r ;;;or~i~~ Os ~he :qu~~;;,;~ .i .··.· ..•...• .• {;\·: :. 
· · ·.:,_ ... -.. · · >- ·: . . · :.: ::re~idue .. !i~bot __ : -- (.9..)'!~_- 1~ . : or~ .::~:{_:· .. ··. ·- ·· · · ·. :~: · .... : ... ~·· . ~ .· :. · .>·-~ ·-_ ·.:.-=,· 
·-::·_'·-.;~· .. · .. · t : . . .. ...... . P·-. ··:·· .·· ... ;·:· . ·-.-.~ .. :·~ · ·-·..:· · · · · · .· ·: . . · 
·,: .· -:· '· .. . ·. ·.·.·.,.. . . · ·.· ·.: _: '~.·---~··: .. a·. ·.:.:>.· : .. :·: .. :·:. ·· .... :.1 ·· .· ... _ .• : : ~·-: · . : · · _<· ~ .:;-·...- ·_'.. _ ... :>_ ~ :') ·-~ >. .'::_·: _ ·>~ _: ':.::·.: : . 
. · .. ··<:-;..-··.· _-.·'·:_..·.·.:<_. _(C) - ~~-f ·:· f'~~) .·.~ - p~· ·.'~·-· ~t-n _.·:.:l)l. ~~lj!.\.:~_: _2P. .. ~ a~~~-.-7.~e .. pr~-~1se_~y.;_ - .the ·';:'·<· -·· . ' .. ·. ·_ ..... . ~~-- ~- .:::<.: 
.-- -:.:.- r · .- ·. ·: -: . . ,:. ·.-· .. ·- .:, ' de'nominator . (in · lowest · term's) .: .-·· ·. ··. , . · ' ·-' , ._-·.. ... . ·- . ... ·,, _· :·· ·· ... :: .·· : .· ... · ..... . . ~ -.. :.·: ·. 
. . . . . . . . . . .· ,• , . -: :.- . ·.. . .,·, 
:> ·[ •. / <· ... · · \ c~l • ~; b• .. i~,~,~~·;e ~{P: .H p)•i '.~d : ·.n.• ,~.;~·),•· ;. :C:. .· . ··.··· .. ! > •·• .·  
· .... -:. T: ·--. _. ·. · -.~t.' .' ·· ··: .. _. : : cu> ·. _., is .. · ±4>:£~~ itljl) .::~: .4:: ·a.nd ···±2 .-.. ·£or·· ·/ic,Pr-. =~ ·:za; ' :a·'> 3·; ... :;, · · · ·. ~ .. ·· ~ :_ · .
. . >~:- .-J .. ·:-' ·:·~-. ·_.:-_-::::_.:, - ~.:~ .· .... _(~:ii;~· :\~.:~:-~£yrsi-~~~ - .b;:~ J~{~: : ~}·:· : ~ ·>~ _-:;_~-~·.:,r:~~n~-~:-::·; : _ w:c ·~iY. :: -.~ ;< · .' 1:~~~:::: · .. \ :_:;·_.:·· - ~ .- .. -.:· ·.· J.··/ .: .,::. 
,• ii :1 . :;'> i - . · .. , .. ~cc:,j< i~ly i;;r )2:11;.· -/~ \e•, :" ;dd~ {f~% "!~;', ~~ ~- ;~,. < · . • ··••· ... • ) , ' 
- .· .. ·.f[i~ . .. ··; .. ·'·. ·. . . :1 • • • ·.·,. th~n :a .. .'musf be , one);: ·· . . · .. r . . ·.-· . :··: ... · · -:~ ·> · ... - .. :-. . :' ; .. ,.:;'·:. 
,:·.· t;~;~, . 0 , · 0 .~ •' 0''•, ' , •' • ', ' , ,' . ·.~. · : '' f '. ' . ;, ', 1 •• , • , • , '<I ' l o • •. ,~, '•1 : , •,, (. :· •, ','. :· .. · , . ' : .; ·, :··:· :./ 
· . . ~.}}'.:_ · · .. .-_ -._: .. : ·-: .. .. · . ··. · .' .-'~(:1 ~) is . ·'U '< . .in·: ad ·a.th~r ·. ca:s~s·.  1:. •':- -'. . .: :: ., : . ·. .. . · ·.':.:.:> . · . '' . . . .-. ' .. 
... ~ ~ . • •. ,r • .' • ; . · .. • • :. ·.':· •, -:.·· '·.<· . .' _:, . ,··;. . · .. :·. . . . . .. • .:.:.· •. ·• .. . ,, :. .; ·. ··, .. ·:' • .. ·· ._.· j..' •' . . . , .. • .·' . 
.. ' ' . ' . . . . ·' -: . ::. . . ~ ~ · .. :. ·· .. •·. :. ': . .. . . . .~· . . .. .. ' . ';··. . .. : 
, • .: . ' , . ·:· ·. . • . • ! .' t''•·. I ,' .. ' . . .' ' ~ • • -: :. ' ~· . .' '. ·.;; ' ,' " ; j . -, • ' 
• • ' ,- \ · ' ·, J• ' , . • I ' : o ," ' ~ ' ' ' · . : • . •' ' • · ' \; ,! • ,! ' ', ·, 
.' • . . · .· , ··. < · . -_- ~. ·, . : : : _:~· . , ·-:_· .. ·· .. '·:.: ·· ·. ·. · · ~ ·, '.... :' . .": :: ·. :· .. ;.·' . ' 
, , , ,• · , ' :' 
1 1 
·,:'I;.: ·:. · ...... : · , • ' .:, · , . · , •; ·, 1 , · ', .' - , • • : ' '.·. · ' 
. . -. .. ·· = .. . ·.':'' . · : - ~ ~ .. ... : .,;::·· . f~ .. :: . ·:·· :' ·-~· ·· ·_ ·:_~:· _. ~· · \ ;- ·.'J . .. 
·,, .;, , •, ,, ,
1
, . ~· · ,~, 't •' ' ,. .·,·~-:~ , '' • • ' · '•, ' •,• . ·'· . ' ', , '. t'O• • 1 , • • , . • •'' ' •' ,, I • • ~ ~ ,' ' • ~::.~:~ ~~:.~; :· :: 
·. 
·.'·rr· • 1 • •• · ··: ·· .. I ,• . 




. !~.::. · 
~ . : 
.·· . . 
.. . ·· · 
. .... 
.' ,: : 
·.·. 
.. : ·.· 
~ . ':. . . . 
. · ' 
. ~ . :, 
1.·;' : . :: : . • \ ' ,; 1,,': • •• . . ' .... . \ ~ ' 
... 
,·. ,,·., ·. ,.r ' . :" ·' . .. - '• - . : ' .. ·' .. 
.• 
.-.. ·~ · 
-1. 
I ' . 
~~fi •. ~ £.2 ~ .·= . L . We ca:.n tllc·n wti'~~ ;,. 11J •:=:ljliljl2 
I ,_• • 
.. , ~ 
.. . · 
.... 
. .... 
·..p. 1 is a _p.riniitive 
. 1 
char~ct~r· · m~d fi ·: · N.:oto ·that .-·~1 (s·at)' i-s . ~v:~n_ ,;· and. .t/12 
... 
·, 
. . .. :-. 
. . ... : 
We shall ·. rcwri te· the· forrnuYa for 1 . ' 
.H1/I .= -u : : r · .. x,w.(x) . to clim'inate1 
. / 
. . . f modf 
. ' . 
· · ·the de nomina tor 2f~ As thr~'!gh the smallest positi ve residue · 
·syst~m·· mod. ·f .. ·with 
. .. ... · ".-. . · 1 ' 
(x·: ~ f.) · = i ,': · tlic~ the . .. x' ~here · 
- l . . 1 . . , . 
: .' . ~ · .. ' . . . ~ . ' 
__ ....._ ____ ... 
.. ··1\:.· 
._;\';' : ·. ·:. 
.. , . 
_·,; .. · . . 
... 
... . 'r · 




.. . {• 
'f t. ·. ' 
·.i . 
: ;: '1, _ 
- ... ,· 
' • ._. . -:_. ,'. ·._-.( • , ' 
.J 
' -·:·.· 
r •• ';' 
'-~ ·. 
,· .. .. 
. ~ . 
:' . ·. • 
. ,' . 





. :; ; 
.•. -
... :-:·· . 
' • .· .. 
:. ~ . . ·' 
' .· -: 
. ,'\) 
: .. ·:- . :; .. ~ . , -. 
. ·:· . . .' . . _ ... . ~ ' 
•-,·: .. · .' ' . . 
.. ·:_.:.--...._ 
. .. 1' . . · .· 
: ;.: .. :. : . ~ 'i ·: .. .... . 
. ::. . ·-r . ·, ·. , 
. .:: t. . '. 
. :.: . :. ~-- : '·.-t. ' ·. . .·: ... . 
-... - . ' 1 ' ·_:. ·,'' . 
. ·, ... :·. ~·~-.- ·f· ·. : ., .. ::. 
: -~-4 . ::· ':\· ... . _ _ . .- : 
! / . ·. • . 
. :: 
' i ' 
• :•· ,. 
.1 ...... · 
· I . 
; .. 
··: :.I. 
., .. ' ·: . . -_:~ ' ' • 
·'.. . ~~- .. . ... . > . 
' •. 
. ·:_ .J, __ •• •• 
.. . ·· 





1 and · f · . and .w.: ~:eiatively ·pri~e to f. We npw 
:~-~-~;? . ~:;(Jl~ . ~ . . . . .. -. . , . ' -. 
note th~t .. t.h~s:: cqJ'j'~truc·tion will. ·run throtJgh .all 
. . ' ·-... . . ·· . . · -
~onstfuct · ~h:is · s-~t. 
th~ · x\ of above and 
~~<:; - restr1i.~t · x.i · to the range . .. 11 < 
i = 1~;.- 2. ·. ·Then . tlie nlimbers ' x · · x' · x~·· x·''"' ·-~~-- giv~ ~: _co~plete ·. 
. . .. . · . · . · ,o~ ·o' . o ' o < • - . . • 
--wHl subtract ,. where necessary. l 
~~st~ni- . ."of' distiii~t posi tiv~ num,ers . ~etween 0 and f and ... :-r~lativel~ 
·. . ·: \ 
· to ·f: 
. - ~ . 1, :; ' 
.· 
' , : 
":: 
· .. · 
·-· 
:. ... y 
We 
·:-· . . · 
···.· 
. •., :. : ' '. 1' ' ,' • 
: .. 15 ·:w.ne~e·: _->:£ ~xi.·: ~2r:=:. ~ 
.. ~·. 





. . ·. 
. . '\. 
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.) 
.· .. 
.-; . ·. '· 
, .. _! 
_-._ ... 
. '(\ 
• ~ • t ~ 
· .. ,• . 
· : - .. 
~ .- ... 
·J ~ ..... :. 
.' , I 
. : 
-· 
•, , . 
:~ ... 
- ,·_ 
. : ·.• . . 
•. 
~ ... 




. .. ,. 2:8 
. I· . . 
Hence; = -2~ r . xl)i(x) 
x modf 
.. ·. 
r . '1,tf .. 
. · ±Xl '±Xz 
(mpd '£1} (mod £2) 
, . - ··· ... ~ ' 
.. •.:. · .. 
· ... 
·.·,··· . , .. 
" '""'• 
. . ·':"<.· . . . , . .. : .... ,· ... 
• rl.· 
. . ._ ·. 
. . 
, . . ;: · : . .. · '··.\ •; .. ._.. !· 
r • 
. I 
+ x"" . .:. x:' ... , - x~~'~') ' 
o . 0 . 0 
·.·· 
·p· .. ·-· •' • t 






. ~ . . _·."" 1-. 
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L:emma 1.1 -. Let 
prfme to - m · and 
m -be a natural numb~ ~ 1, 2, p an odd: prime r.e~ati~ely 
the number of 'solutions ~x, y.) of the inequality N 





0 < X < Z' (x, m).' = 1 and Q. < y <· ~· · (y ,· p) = 1. 
'is :divisible· by mo.re than one prime, then ·· N · is everi. ;-·. \ . . . 
If ·m ~- ~ Y, . q pr_im_e., then 
l . 




·proof -~·F<?~· each ~f .· t~e ·· .soi~t'icms (x •. · yL .· · ~~ -h~v·~·\hat .: o.·;/m; __ : P~ ;-:·:~m·.' ·. ;~:':·:, .. · 
·: ;.-..·:::;,. · · · .:· . .- · :· .-.. /·. :. { £ ~~· .sub~~vi·d~ · .: ·~h~ ·.·i~-.~~rt~l:~--_.:co:~ :_~·m.) '. · i~~o ·. P··; :i · :.· sub'ir.terv_~ i~>_, ·.-~o, .. ~~m) ;<~- . · . · l ·. .. / . 
.· ... . 
• ,.: - • 1 ••• J·. .. ....... -~ -: -i> >. >:i .. ·.· :r. ,._.-. ; ., :·.> ·?~i-·- . £··.:: . ~~ ·-: ·.-. -._ .· ·:· . : .. _·," n_.:· . .. . . ·._ : .. · .. ' -::· -_-_:-. -:·.'> :.<~ .l ···.: .. -<.> 
.: ....... :.;.: . ·; . i'· : ·. ·:-}?· .~~· . r~) :'·.:·.:-~2 m.~ .-~_m)_ ~ · ~.- .. :: :._. ~ - --2 .. m, .. ·.- ~.~~- .. . 7~e~e .~~~-.. zer:~-~~n . s ub1ptetval .' .. ': .> .·:.:·. :~. _:i:·,- · ... 
.... , . "< ·.· . has :l't3ngt~ : :z ..· .. and ::the. ?ther.s : · e~c~. ~~~ye _l . engt,h -.~~-- : ·.tf\en :we nave : fo·~· ·. ~ ·:> : ··: . ' ·.:.\· ·i .. , .. 
: •, ' .' / 4 I I :, ' ' ' ~ ,' ," • ' ~ ' ' '•, ' • ' I .. ~ 1,, ' ' I o ' • • 1 '' f ', ~ 
. -. . - \ . .• .. ,',· : ' .. ' ~ . ' . . . ·. :. . . . 
• • J . ' • • / • .', •• '·, ' ; ' , -' 
1 
' ' ' ' r · ~ • , • 0 1 1 • • ' ' ' • • ;,,' ' 11 • ,· ' , : , " ' •, • ' · ' , ·; 
.. . ·· .-. ··:.: .. ·. · .. . ··· .W'= N . . + N"' +·.· • .' • . + ·N' ·. .. . . ., .. ... ·:·~·r · .. 
• • . \ :: ; ' .:. '., ' : . ·' ~ ' • ,·, 0 , ~· ...... ..... . , ~ ' • .' 0 :·,' ,'~ ' ~~: ,,,' .' , ..,· E.:!.'"'· ' • ·:i,' ' • •I · , 
. .. -·.. . ... :.'· •. ·•. •· . .-.-.· , , . . ·_ z. . . . "·;·· :~··. :;. 
.. . . • '· ., · ,,: .· ... 
:· ~ .. , .~ '1... .. . . . ,·· . . ., 
- whE)~e Nk ;~~ .til.~.: num~e~··,of,so~u~i.on~.·- : '.C~~ , Y_) . ·~i~h ~>.;;. ~ .P~ . -\~ ·.···t_he_.: .?t~. · · 
sui?fntetv~L : ·ewe ·note· that . th<Fe~dpoint::s' of th~ ·subintervals' · have · be~n 
~~i~:_;d··· ~i~~e ... ~~~: ~.'·px ·-.- _~~~~-~~-~ ~~s~~~; ~h~se ·val~~·~ ; )· . . . . ·. r . 
• _ _ , • • . ... . ' • • • ' • • • • • t : . 
·. . lve: .' ·e;~u ari.:· eq~~t±~~ of·'the i~rm . _ .. · .. 
' ·.:. 
···- ; _· .. . ...  .. 
.. .. 
·. \. 
. . ~ . 
. . • , 
' . . _ .... _ 
.... . . 
-.... 
, ... 
. ·~ : ·. ·.·~:: :' 
. ' . . . 
· · ·) 
·' 
·• ·,. .. .. . 
. / " 
. . . . .: • . : ': t~.~ < · ... ~ . - ..... ·: ·. ·, ·, ... 
.. . .. ~ .. . -·. . . ..... . · ... _. . ·: ·. ·. : ... -... - · ..... : .- : ... ~ ... m .. ~--.. -.. ~---~- - . :··:·-.· 
·.o ··• .• • whe3~ ._._z .. e. z · a~\1 wh~re . x; . x;": ·. belgng ·,to the ·_~:;cillection .. o.,._<" x, ' x -:" :~- 2~ ··•~ .... ... .. :. -~· -. ... · ... 
. T~f. .. ; · m)' :,;, : . ~; :. a' r~dJ~·ii~·ri·::' ··We n~te :. tha~ >o :~.: .. £ ·:·~ :~·:~(;· .' ·:-~t ·.·i~-- e~:~Y ;~o .... · · . . ·. .. . : · .' .:;,'. ·:~-· .-.. ··:· 
che cit th~t th~r~ .~~ .~~wY ' · ~\•> · Such redoi~f~oOs : ~. I~: R z . be thO . ~; , : , l . 
.. ~ ·. · · ·:_,,t~~~~~~-... ~~---s-:c~.~ : t:~~u~~~o~~ .. ··~i ~h .. fixed z an·d. -: u .. be the'. riurhQer o~ ~:~lJC-: . . .... . . -~ . :: : . . 
, ~ , . tions .idth 'i>dii .. -' · z. ·: - ·. ·::~ .. .·. ·.:· . .. . .. · .r ... . · .. ;:~ · .. ; ,. 
/ - •• • ' - ' - - -~ : _ :,- • • ' • • • -~ • •• : . • • • ' - ••• ' :. • ' t • ; .; .• • • • .... - •• • • 
'- .~~~: , ._ -~~ -~ - ..... - ·. ~ : ) · . . ' . .. ' .. · 
.:.:.. , . ' ,·, ·. •:' ·: ' .. : ~ . . ' ., ·: . ··-~· ~--- -.· .;_' .· <:..:.·.-· ·: :~; : 
,... . · ' ;, ' · · ·, · ., . ·· ! •' ..:· ·, 
:·~·:-:"'.t)'· .. '· .. . ·- :.; ".' .. : ·--·..:: ·:  ,:;. :-.-~ · - .·~-- '• .:·.:. ··.: . ;.: . ;.· .. :·:.:--;·· -. ·":( : ... -~_ ·. ·.:· ~ - ' . 
:· _·: l~~'- '··.-. . . · .. , · .. , . ,. ',' . ' ', ·" . )'• . . . •. .. '· ' .:·. ·~ ' .. ·..- : . _: _ _. .. · ~- -·' 
, ... ~& r~... . u . , ·. ~ -: ·-: ..·. . . .. ... . , .. ..:.:. . .. . 
'• ~~ :-\(~ r ; _ • '· ' ', ,• ·, • . ' ', , • '•, ." •' ., ~ _ , ,: · · ' , ' , I 
: ·:;( .. _ •. ·.· .. ~iii~;~.:~·· · ,_ ••. o::/_;:(·:·:::.:; ...  ; . . ;~': ·::<.r·:? -"'?7'~~:. ··., .. -. ' 
.·,: :'· ,\ .. 
.. . . ·: ,) __ 
' .. ' t .. · •.. '• 
.::_ ~-: ::·6,~ ~- - ' ' '. 
'· :'.:; ·, ··.- ·:· . 
'• · '· :.!. ' • 
. r 
:: 
... __ .' 
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· . . 
. :· ··. . . i': . 
... ·~: : ·· .. ' :>.,! : _. ~ . 
' .·~ 
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Now, N :is the number 'of so 1 ut ).ons (x, y) Q ..... ~ 
' . ~--:--
. ~ese so~utions corresp.ond to the reductions wi tl'l 
with -m 2 < px· - my. ~ 0. 
as residue, · while · -X~ 
z. f. .Q •. For tk = 1, 2; 
:• . . 
••• J 
I 






km ~ p'x· < m km .. . · 
. ~ .: ~Y 2 -
\ ' , •, . . , . .. ·. ·.· . 
·.' 
.. .. - ~ ~. . c·: :. 
. Nk 7 . 2 ,·. - R -l . 
. . . ., R J c··· =.··.·.· 1 ... , ·'.·.· .· : •· p-1·) .·· ; . (1<-i) ·; .: ·. ·<+ ·,·p2- 'i' ,' . . : ': . . ' ? . • : ' 
·Thus, ··: 
., . . . . 
. -· '~-": .. ., '2 




7 ·: {R~· //~;:< . ~:.'~~ 
' ·, '~· I• ~ ' I' ' ' 
~  .P~1 · · ;~ . ~:;) : ·_. I R. : ·(~~ci . 2) · · ·<·· .. 
· ~. : ~ . . ~ . 
·. · .. 
· ... 
:. · -. . ,· . 
. ' . . . •, . ' . . ... ·'. : ,, ·;'· ·.. . . 1 . ~ .. . ; . . . . . ' ~ .'' 
. ' 
'.' I, ... 
··. 
I ' • ' 
. .' ... 
· . . . 
···· ... 
~ •-!: ' I 




. .... ,, . 
··· .. . 
-~ \ . 
.'· 
'~~ ' I 
. . ~, :· .. 
. · ' ' ,. 
·odd numbers b~tw.~en :1. ·: · ~nd . y~ :..·.There~o~e, 
·,....,.. .. - .. ~; _ ...... · . ··r · runs ··thro\lgl} : the .. . . ' '· ' ·. ' · .. 
. •. ·· . . 
· .. - . ' '' 
.. ... 
• . . 
. , ' " 
....... 
'•. 
' L • • 
•' -
. ·-. 
.. . · .. ~ ... 
.•, .. 
,1 • •• • 
. ' . , 
· ' .. 
· .. ; . ., 
_. . 
· .. 
. . -.· 
• • •. . /.~ ·. . · :E. ·.p.·- ~ , H~) <i- : u . (m~~ ·. ·:2~} ::. · 
~i-.'·} . ,;1,·-: .2 .... . · .. .2 . . ... ·.· . . . : , • 
- .· ·~<· 
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,..:. : ~· .~· 
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': , : ',, : .') :·::, -'' •' ' <" ' •' f 0 ' I > I ' • • ' :. " ",• : 0 : •." • • • ~ o I ' o ; • ' o o o' • ' ' ,: · , • ,!. •,_ • 
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·r··--  .... ·.· · ' 
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I 
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.. • ... J • 
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•r ',, /' I 
.. . •\ : . . : · .. 
: '... ~ : 
· ( :·. 
. ': .. .. ·. :.~ ·~ ,· 
·• ·.' : . c 
.. . ,· .. ~t 
.. ' ~ - [ · 
. , . r. ' 
. . .. r~·. 
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We tlws obtain the £:ollowing c;:ongruence for N:. 
' '· 
\ 
N = £.::!.' cp (m) + N + U (mod 2) 
.., 2 2 0 (L39) .. . :.::.' 
I < 1 
·where N
0 
is the number of reductions with negative residu~ and 0 . the 
numbor of reductions with odd .z. 
'·. l . 
. . ~ 
'.; ' . .. J ' . 
. . ',; ·. :) .·. 
" .. -::, l'. : ·. 
'·. :'.J - . . : 
. ... . . 
' .. 
'·' .· . 
.. 
. ~ .. 
-1.'.1·.: ·o ·.(mod 2) • .. : . 
' 1 ·., . ' . . -
. . 
' . 
. · If. m·. i~ ·divisibl~ b~:· more th~n - ~ne,' ~rime_; ·. then. we· have 
• 1 ' .' • ' . ' . ' ' • ' • • I • ~· . ' 
.· _,· 
i • 
..:: ' '• :.. . . ... : ·. . .. . : . 
... ~if! (m} ~ .1· . , . .. 
: .. ~ . . . : := (mo.a m) ... 
, • ! ' . . . . ' '.; ' ~ 
,· : : -~ . . ... : . . ...... ~- .. ·., . : 'I . : . \ . . ' l . > : . . .. . . ' . 
: (see. Apostol'( 2 L: p. , 211) ·i nd ·hence· by (1.40),· ' N- ·: o (mod 2).· Also ;: . . 
; ·.' · •• : • • .. . ,: \ .J • ;:- • •• . • '.o ~ .. ..... : ' . . .: .. · ' :· 
q, (m) ::.. o ·mod 2 ~nd J:tertce, i t- - follo~s ... that ... . · · ··· .. ·· 





' ,. · 
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• ! r 
,.; :· . .. . 
,· ' 
\ : ·~ ' ... 
. .. ~,.. ., 
.-·:' 
. } ~ . . ' : .. ·. ~ .. 
. ,. .-. ·: ·:· . . , . ·.. '· , .. .. I . . . . , . .. , . -~ 
... /. •' .:·· . .• N .. ~ .-0,. ~~~d'Z) : . ·h. · .. ·· · · ·· . (1.41) .,_ · . . 
• . : . . ' • · .. ·. .. . ,... ,, ··_., .· ' .5 . J .. :. :.:-' 
.. , 
., -1 £...· ~;n i·s - ·~ pri~e p~~~r . _' ·saY: · . ~· - ·~- qr-~.' q:· od~ prime • · :y · · ~ r;.. - ~heri :w'~ _. .. . .': ·. . ,. 
' c 1 "\" th~t p '<t ) 5 c*)(~d i.l:: T~ : ;, ;his, W.e r i 'iit ;pp ly th(E~l~r~ Fo~t , ' ... 
: . Th.eorem (see 'Ap.ostol ·r 2 ], :P· .. 1~-3) t;o o~~ai~ ··i :._· · ,._· ·" -~ .... · ·. ,- · ,.. ~ .-. ,:· . . 
·- .·· ··,,: .· ) !· · : ~ · . : · . .. ' :·· 
, I ~ ,:., : ' '.. • 
~ ' '. .. 
· ... ' . 
. .... ·) . 
.. ·. 
0 • . : 
'' · I • •• 
" ,'; .. 
· . ·: 
: ~ I ' 
....... 
. ,. · 
. . :. 
: - ' 
.··. 
' ... 
··. · ... :. . .·,. ·. · ·, ·, .. . . -~ 
. ·· :.,fr \ 
.. .. r:~ :- ~ . . 
. ~. 
.< :: :·~· 






































= 2 n, 
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" . ,. : , . 
' • ·. 
(1.44) .' ' 
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q Yi.rl p cp (m) 
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:' • •, .· • .' ., i. 
. _- _. ·. -~~ y _·.-.· .. 
~~/ . · . . 
- 32 
1 = (p~Hm) + _I~ 
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• I •' ~~ . , . . ..( .. 
:·· 
'',1 
· .. .. : .. 35 ' .-
... . , .·· 
... ' . 
·.· . 
, / ~ 
'(mod Z) · 
· .. · 
. ' 
·, fi . . ·:.:' · .. ·. -- ·~· 
. 1 _.<. x
1
; : ·< - 2 , .:.- {:x:-; .·f. ).·= L . . -·-. . J.. . l .· . . ,. 
: : ' I • I ' • ' 
. . _By forming·. the. norm, . we·. &,e1; 
; <o:' ~·· 
:~ I ·.: . . ·, 
' . ,. . 
.···· 
. . · .. 
}. 
:'"):' 
· .. ... 
...  ~ -.:" · .. . · . 
· .... , : 
• • y : • .' ·.~ • •• •• 
, · 
· ,. 
· ·. ' ; 
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. .. . · 
.. . (J, 
. . '•': 
>~,c__~:~-~0 
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.' ' 
. ...... ':.:i .· 
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,,. ·J ·;· 
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>:· ~ .. 
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. .. ' / . 
....... . .. ' 
. '·' . ... . , ·: ,•· '· 
· .. 
.. , , 
·. primitive (~6d :lJ 
. or~er l,· :' ! ~ · --1, 
I. 
and ... 1/12 · 'is 
.·as ·. ~·: . is 0 f 
·. · 
·P~fmi.ti ve·. ·;' (~od k) >. lfurthez:- ·-. .Pl. is .of 
orde; · nl/1 =:.' ;u,; ·u > 2. Th4s,: ·~s 'will 
. . · . ... u' 
. . : be see~ .fil the p_roo-~ 'or ~the next 't~cor~~. .· (1\'~ "note-. that this.· 
.· ' : ' 
.·· . 
: " . 
• r· 
• • ,1 , ' 
.. > . : 
. ' - ~ "'· . ... : '·/' 




. r .:·.·· .. · .. 
.. (,, ' .... 
• • '•• • · ·~ '• I ' ' , o;--., ' 
• ' 1, 
.·.J 
,,··· 
,: .,. ·.·. 
.·· ' 
.· ~ .. : . ::· . ' ' 
. ~ ....... : : 
.' ~ 
. · · \ . . 
. , · 
" • I ' ~ I , 
. . .-:. ·· .. : 
.. .. · . 
. pri mi t'i ve 
Then . ·g = 
root (~od.· p y) 
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.. 
(see Appstol [ 2 ], p .. 209). · 
y, ~ 2. 
~tin primitiVe, · (mod ·p) •.. ·ay in-duction on t, · t > 1,' it. 'is_.'easily seen 
. . t '·" . .. . ,. t 






. • . . i ' . 
' .. 
·' : ' , , ~ . 
'.' ·:-.-· .f . . 
... :·)'' 
'· . , 
~. :· · .
1.: 
-: ... 
·; / . 
this I it easi.ly f~-!).ows' th'at ·the order 'of (1 + p )' (mod p Yr,, ~ ·. fpr ~ ~ ·\ -~-- .· 
y -:.: · 1,_ is . py-l - ·Henc~, there~ ·a;e . ·. H~Y)' numbers ·. ·g~{'~· + p)~;- · :j '\ /_-. 
:o ~ l ~ _<· p· - . 1~:·· :0 --~-· ·e < ;y~l· ' ~lich are .all . . incongruent · c~od ;~:) and . · . ,j;_ :·_ ~ -.. : 
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.,_ ' : :~~;i_ . ii . _.· ~~~-~ -<-.. ~)i<-. :~; .. :~-~::·(~i·/p)~-~ .'. '(mo~(pY:i+~); · , .. ~he~ .- g .. : -g .:.: ~mpd_ p) __ _.·· · · ._ . 
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. '::SF:<:' . . · ..· ·. · _;;:~ .' _· .': .. ~:_:;·;: whfch is _a_- :·~~Ji~~adi~t.i~n : '~s'_ - . ,ljl : __ .·i-s .'i;r~~i t _ive :· · .. (~ee Ap~s~oi..' (i -]·, rhe,b·~~m:· a ~ ·16) :>'.:. ·: . .'.: -.: . :' : 
·:· .. :· . . 
· . ... 
, "{, ' 
· ..... '\ . ~:~ ... 
\ .. 
. -.. . 
' .· : -; . 
' . 
,' ·, 
' ' · •• ~· I ' , .', 
- ·' .. ·' 
)' \ , -~ ~--~ ----~ .. ' "' ' " , .. . ' h · ' • - - . • . • . • . ' . ' 













·. ,,. . . 





•' .. .... 
. ·· ... :/ 
_.·.: 
; ! · . · · 
38 -
"· r 
,.,· .· .···· .;· .. -
: '• 
,. 
' . . 
Hence, for 1jJ • pri.mi ti ve - (mod ~Y) , _'- z _root 
and so ·nljl. ~ mi:> 'i-_l. · .W~ note -th~t thi~ ·iast s_ta;eme)it. i~iies : 
. . ' _: . u 
liJ' .' is ' a primitive_ ·~haract~~ . {mod py) · wlth -.. n~ · ~-- 2_ ·, · _then-that .if 
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L'- :.means the s.ummaW is O\!er any half syste~ 
±xmod f 
.We recal~. that 
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.. \-(mod - ~) .~ 
f , .. - ' 
. I_ 
= -1,_ ~hen A(lJI) = r 
±.x.mod f 
r 'ljl(x) 
±x·mcid f · 
B(l/J) . !:· r~ -
±X mod f 
ljl(x)x (mod f). ·and· ljJ'(x) x ·_: . L 
±x mod f -. 
W~ now ccllcu1ate .-the · congruence values· of · (mod, 2) · and 
.., ·, · 
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. ··;::·.· 
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: y- 1 
n = mp 1/1' 
.· · 
From (1.56), it 
(1.57) 
(mod + l)' ·fo?= 
··tmo.d +z1 ) ~ but 
• . I 
not (mod . ~1) ,· ,for '•li n ~ 2 1jl .. • . 
~ · . . ' 
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Hcnc·e, we have 
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1/1 (p - 1) - l prime ideals. · Further, if u is odd and (u, p ~ 1) . = d ~ l, 
,.· 
. . 
· . . 
the.n u pd-1) ., 1 ((p and ' sa. u (g -. t; . ) = g ( d)% * ' ~ - t; ' = g ·- c; Therefore, ci . E.:.!.' 
·d d g 1. Hence, g - t;u ::_J = . <I> . · ~ ·(g) 
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numerator of thh last ~ ~ 
. , .- y ·p.y+,_.1 • . · The · denornl··nator . 1· ~- i,:. \ . As was seen earlier in this proof • . the ex.pressi~n ' is di vis~?le by. "p . but not by .. .::> 
divisible . by the· pn-~~ :.·~rime d_lvi:Sor. ··.;p ·. of. · p (~eP.i;s.ent~d.· by 1 - z) ., .1. :.:·: 
. 2' . ' . . .; - ;\-. . 
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, ·,, , . ,' · ·.· .. ... . •·. P a!~- ~ ,~:a fl :. p l~ ; o (!""d ~l b~t n'Dt (,;.;d.? Y.l· · · ·, c~:6s l , , ~ T , d • 
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w~~.:. · ,;~ ~ •. ~r~;y, prim~ a;VisOf~( p i~ ~-IQY-l ,( wO "~' .. that · · ·. . · • . 
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. . Proof :• Corollary 2 ~ ~; Lel)lllla · 2. 5 and 'l,~~a 2 .. ·6·. snow that if' h; = 1; ~ 
- . . .· a1 · ·a2 · a · 
. _ :~en:~, In =-.Pi P .i Pi~ · .. w:hez:e · p1, .. 1>.2_. _. g3 1!-re p~imes ~ ·19 ~rid . a1, .a2_. . 
, _a 3 --~·re· · _r:on~~_e&at,i,.~~ ~ intig·e;:;. ·: Pu~th.e:r: • . ·Le~~ ~. 7 ~_sJlo~s th~t · · ·· · ·. p:~ ~ -J_~; · · ~- _-.1, ' 2 ·~ .. 3. :-··Now .for . m · of this ' t}'l'e\<iit~ . ~(m) ~.~ 256,. ·we 
., ' 
can us~: ·the·.·.tables.·' 'of Schrut_.ka· ·'[23] or. Appendix_·. A. ·(if to 
· . _' ·~.fi-nd . . h~ . . · ath~r pq_s~lble .Ci(l~~s · for. m with_ · ·~(lJI) ; .256 : can' be handled . 
:_. _Q:; · :b(_u$i~g g~~-~~-~~ ~(L-37) :~nd ·Theorem . l.l .. (S~~-~ - :(~r:cxample, the . ··; 
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. the_.Galqis grinlp' of · ·~;S/Q;. ·rnu~t-~e; of _ tyP~ (2, 2). ; ,we · cad · ~h·e thitd · . .. 
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· · · /~: .· ,.~ ' .. , ,:; we_ noW ~·~ to.ft F4g i• -cyclic 
. . . . :_.·._· :· .. ·.Q_.I6A·. · ·: ·· :_ 418~·· . . _·;, Q;~4 ·· . _._-~:·.· _.-:.-· · .. ·  .. ~ver. _ Q: ~:e ~aloi~ : group H:···· -... , 1} ,. •' +· + '•, . . . ' .. 
• 1 • ' · - · • · · of. Q48;q8 are thOse ·e~~me~ts. · 
., . . ·: .. ·. . + .. . ., .· . . . -~ . . . . . . + . 
· · . . Q8 . . . QJI6'/6) Q12 ~~>f.th:e Galoi's -group ·of .Q4iQ. · .. .' 
·. I 
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. ' ; 
. ~:.~~' ·:~\ . ' 
. \ '·. 
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. ,;. ·.·· .. . ·~ ·. -~,: . _ · • : . wh~'ch · fix . Q~!- ·_usin~ ;.the fact · ... · 
.
. 't: . \ . . ' : -~ -
.,.. .: " .. • . · ·· Q · . that~ Q; ~ Q(r;8 + .';1) = ~--
:1 : · . ... .. ·.·: r' :. ·. :_ · ·. · Q.(r;:8· + r;~~). ~e see that . · ·. ·\., 
. ;. '\,• , '\, ' ,fl.' ' '\, 6 : : -6 . ' l02 . -102 · I 6" ' ~6 
· .H = {1,. 7, 17, ·:23}. For. example, .o17 Cr;48 + r;48) = r.;48 + ·t;48, · ~ r.;48 .+ ~48; 
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_ _sim}1ar 1» \ t:~· Galois GroUp H: o: Q:8ftl~6 are th•• e. :1 •-:n \ ,of" ~ . 
wh.i~h fi.\ Q 16 .. 11n~so H' = U / 17}. · _Further~ ~H:. .. ::: {1, 23} \Jhere·.· lt'" ... · ··. ~·(· :"··: ·_. 
·. is th~.- ~alois group . of · Q~8/Q;4 . Therefore, the -Galois group o.f . . .. :·. . . . ; . ,, · .. , :._;~Jit . :. · .I ~,JF 4{ is : {1 ,' 71. But then tJ,~ Ga;ois grO.up of • F 48/Q " .· ' · • . •• J :. i 
.... ~ : I d~-5. 1. it \i3. 17. ~9. 23}/d, 7} = {f, s, ~1. ·11 }~ . and :s· generates · · .-·, . I· . . . . 
.' : -~ ! this: g~o~p. Hence 'the. Galois group of F48~Q· fs ~YC~1C' ;!hen by Bauer. 
. ! ' ;, . ' ~ . ' ·. . . / . . . • : ' . ' . ' + . 
- --~. ·
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1.: .. ··' ,_[3) • . F48 ?as class number one. _lVe have ,already from abo~e that . Qg~ - · 
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· · : · .. L · >: . _ Q~6 . and ·. Q;.( .have cla~s number '{)n~~. no -~dd .pri~e d1vi4~S. .. h;-8. 1 • •• 
:.':. ·t· ' . • For m = 40~ - .Q; ~ ·QciS) ,·· ,Q;·_ = q·(fl) ·. and_, Q;0 . a~e properly con-
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J • • :.'.~·-
... . ,.. . ·, ,..., ... . +. . ... . : . . : . . . . . .. : . . . ... .: . / 
.  J ,_~- . _ ..·.. · .. ·- t.a~ned in : .q40 . and. so _ .'Q(IS,~ _ .{IO) ·._iS. !11~o P.i:-.~ly : ~ontai~ed. in · Q4~:~ . ' · 
f; · ·. · ,. :Now · q~o./Q; . is of d~_gree ': 4 and-the · Ga~ois ._.groi..i_p _ of_ t~is ext~nsio~}.s :. ·_. 
· · . if·.'·. · . • . . of . trpe (2, 2) • as . \ie hav.e · two proper subf,ieids. -We call . the thi,rd p~oper 
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h·+ · .:for. m = "'~4-~ 40, 48, 6'0 and. 8~ ~ · For each ·.of 
·m . . . ·. . 
. . :r_ 
th,ese - ·m let md:· be the · lal:"ge~t_:-odd divi~or of ·· m.· Th~~ · ~~~ · and 
...___ . ' . . " . . -. ' . ' . . o 
.. ;. o:~~-._ are Gal dis .· e~te_ns~on~ ~;~hose degrees_ are p_o;.,ers o£ -.· 2. ' In .each .· 
0 ' '• ' ' . . 
.:- case,_ w"e a'lso ki10w that -h~. - =·h: -. .._1. ' - For:~-= 24, 40, o~. 4~·, . the 
' - ~ ' . 0 ' f . 
lea!ilt posi >! ve int'e~er f fuch• that . 2 .=. -1 (niod rn0 )_ . is Hm0 ) , ·so 
·. ·, '~ .. 
the . ~de~l ge~erated - by . 2 in' ~ : · is - pr.im_~·: Then .this is· .the only : : ·~ 
. I .0 " ' ·, 
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· . . -.P~fine ramified in - ~/Qm·. (see .Ribenboiin (20); p ~- ~69) ~ ·. ·For· example, . .... ~ . . 
\ 
\. 
'• '' ' " .. Cl . ' . 
. l.~hen ,• m = 24., : only 2 .. an'd '.Y ar'e ramifi,~d in Qi4/Q. Now •.. 2 as 
. . . r--.,.., . ·-I 
. .'an ideal in . 'Q3 is'· prime and' .so :~h~~ .prim~ is :;~m~fie(i in Q24/q3 . 
· How'evet, 3,· _as hn ideal - 'i~ q24 : _ eq~al·s ...._ (p1P,;)? for -: some .p;rime ideals · 
-
' .pl. -_ ~nd .Pz_·. -~nd.-~ .. a? _a~ id~a~ . in Q3 ~ . equal~ y}. ~or ·s9,1f1C prime. 
' · · ' '. ' . ~ ) ' , 
id~a~ :. p.-.. , Hence, 3 do~s no~amify ;in ~24;Q3 . ,:,,Hence, 'o't-LeiJ\llla . ~.s~ . 
. · i-J. ~~ = _h~~ . for . m :=.-; 2~,· .~o or ·48! _and s~ " hm -~,h:· ,; 'i for_ .:hese ~.' · 
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Fo.r . 'ni' = '()o_. and - 84',:' we con.sider ~~~ . :F;or· ~PI ~0 the' raniifi- I .:' :··-~·:· . 
. . . ·. . 0 ' . / 
: ~atic;~ ·._:lnde~ of · p for _ ~IQ is «;)qual to th~t.· t'>f .p · :for 
:- -~. ::. the ,r.amif~cat~on in_pex o'f ".::P for. ~ /Q '!". i~ ~qu-~1. ~t·o . th~t 
' ' > , • ' o . . ·.·-
~ /Q (see Rib'_enboim -{201.. p .. 2ll . a·nd p. 219). Heru:e, t_~e prime .divisors 
.. • • I ' • ~ D ' . 
o~- the ~~ea~ _  gene_rated ~y · p . -.~n ~. do ·not · r_~fy for -~0 a~d . so · ; 
... :~ . _. . o.~lY. pTWdivisors .. of ' the ideal generated by z[in -~ may be . ra.mified 
for (1~ · Now, . 2 .-do'esn't ramify in:- ~- -/Q , (~nd·, h~n~e, :in ~ /QL . ' 
0 ' . . . ' - 0 . . ' . . , 0 
· but 2 does ramify in · - ~!Q; . 
. ' · ~ ., ~' lq . .' Furth~·~ • 
. 0 . 
of · p :· _·for 
- ~ . 
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int~.g~r .-r_: su~h ,that 2f ·· ~ ;, 1 '±· .. ~:-ci~ .. mo)· ·. is·. - ~(mol -~_:<> .- : .. 
a,nd so the 
"f · 
i d~ar ~en~rate!l by.' . z' . in . ': ~ .. . is prime. ove: use' :}ler_e the' 
· .... · .. ~C~~J .. ·r - . ,.o ·· -· ... ·.. .. . . .. 
.efg ·:;: ~. ~here e --. is the ramificat.ion '· i~de'x, f ~h~ : 
•• • ,J ' 
- -·. , · inertj,'a:I'·. degree . ~~~ -- ·. g·: th_~.:-~e,c_omposition · .num~et·~ ) :- ·.· Sin.~~ ~hi~ :: i;··t~e:· 
_._. only::r~~i£i~ii: pri~e :· fp1/ -~~~: .. ~ Lenuna :~z.8 .-~pph'~~ :. a,s·: b·e·f~re .,.to_ ~i~'~ :: . 
I 0 ' • •:" , '• ' o • ~ I ' ' 
=· ·h;4 ... <.1: ' ; //' .. . ~ . - . 
. ' .~ . 
. .. , . 
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. ·.·: . _,_:_ ·_·_.l~ ·the .situation~~~hat :we' have dealt' 'wit~ ... we ~~~n~· -:t:h~t:>·h:· - ~·.'< ·· ~. '· 
. •• • . ,~· · •• r •• • • • :- ·, • • • ·-· ' •• . • , - , •• ' . • 
_.·· whenever .. h* =d. ·· ·Ho~eve~, : 'i'~ ·should b'~'noted: 'tha:t -iH .. - :K ·=.' Q(;::T~ /1:0), 
. • . )11, . .· ·:.,. .- . . . . . .- -· . . 
. , . . : + 
· tfieri·> h*· = -1 but h = z· 
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- . . . . . ,\ - . / .. . . . . •, .. . . ,_. fore~ · 
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. . . .• o rn dh1s .~;p,~r ·we ~h81;; d;[=i • .; ;xa~~t·· ; ·wh·i~~ cy~io~~mi~, ·:'fields - -~ 
have · c~a~s ~~~m~er ~w~·. · _-- ~e - ~h~~ i Jo·l·l·.~j~'~~·~~Y;~ ·p~pe~, · '.~Solutib~· · of . 
' . . . ' . · .. . . . ' - ... . . ·.: .. ·. : 
·: .. ·· .. . . t~e qass ·· ~umbe~ . Th:~ ·.P.~o~l~m ··~~r ' Cy~~'c>t~inlc . Field~" . L ~"s j': . we ·. sHall. .;, 
.~ _. ;· a~·~o.~p~o~b . ~ !·~~s~~~_}v~ t~ ,L;.· ~a~l~_tz· [; .l d,~~-~rri~~~ ·i~~-~~ri~ad.o~ in . . . 
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